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L 相等 : 设 4= (ao)... (5,) n MIR m = l,n-k Ba =b;, 对 i=1,2,…,m;j =1,2,…,n 都 
成 立 ,我 们 就 说 4=B | 
2. 加 法 : 设 4= (as), B = (bs), REA ETEIAEE ( 即 都 是 xn 矩阵 ) , 则 
ABRE C = (c), = (ag * b;) , FIO A 3 B BR iD C =A + B. 元 素 全 为 零 的 矩阵 称 为 零 矩阵 ， 记 
为 0, ,可 简单 地 记 为 O. 对 所 有 的 4, 有 4 + 0 = A. 
A*(-A)20 
A-B-A«(-B) 
3. 乘法 : 设 
A=(a,), B = (b), 
那么 矩阵 
C z AB = (64), 
称 为 矩阵 4 与 B 的 乘积 ,其 中 
cy = Gabi; *apb, 十 * ab, = Fanby, 
即 和 矩阵 4 5j B 的 乘积 C 的 第 i 行 第 j 列 的 元 素 cy 等 于 第 一 个 矩阵 4 的 第 行 与 第 二 个 矩阵 
8B 的 第 j 列 的 对 应 元 素 的 乘积 的 和 . 当然 ,在 乘积 的 定义 中 ,我 们 要 求 第 二 个 矩阵 的 行 数 与 第 一 


个 矩阵 的 列 数 相等 . 
0 3 4 
1 0 -12 bL 5s 
例 1 设 4=| -1 1 3 01,8= ENT 
0 5 -14 
-1 2 
0 3 4 
1 0 Uo n -5 6 7 
那么 4B=| -1 1 3 0|, | | 2 -6 
0 5- 1 4 -2 17 10 
12 1 


矩阵 的 乘法 适合 结合 律 ;(4B)C - ABC). 
但 是 矩阵 的 乘法 不 适合 交换 律 .消去 律 , 即 一 般 说 来 
AB z BA. 
M AB =4C 时 ,不 一 定 有 B=C. 
例如 , 设 


4=( -， MLLN Ei 0) 
‘=( ala (2 o) 
^5 als o) [o o) 
ne^ BE MEE MI 
注 : 两 个 不 为 零 的 矩阵 的 乘积 可 以 是 零 
矩阵 的 乘法 和 加 法 还 适合 分 配 律 , 即 
A(B +C) «AB «AC, 
(B * C)A = BA + BC. 
RALIS RT LAXE XOEPEBERE. 设 4 是 一 nxn 矩阵 ,定义 


A =E 
| A! -A 
A EPI 
换 句 话说 ,4’ 就 是 个 4 XEXE. . 由 乘法 的 结合 律 , 易 得 
A! A! -AU, 
(At)! = A", 
这 里 有 ,1 是 任意 正 整数 . DNARPEXEHEGÉ G ACTAE ak ( AB) 与 A'B* 一 般 不 相等 . 
Bi 
1)4 = (a5) nxn -(a,,0,:,0,) = B. 
B, 
e, 表示 n 维 单位 列 向 量 , 则 Ae, =o. 6;A = B, 
B B, 
2)(0,6,,65,776,.1) P m Ps 
P. P. 
0 
€ 
(a, ,05,*a,) €? (0,0, aa ,*,0,,1) 
€,-1 
Ej,j-k 时 
3) EE.-, js 时 
25 
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k, 
L ka, c ka, 
4) t i TEE | | 
k, 
k. . 
ka hia 
k, 
—A = : 
Ë 1 ka | 
k, 
4. 数量 乘法 :和 矩阵 
ka, ka, ka, 
ka, ka, ka, 
ka, ka, + ka, 
称 为 矩阵 4 = (a,),, 339 k BJ SK Bae 81 TO. RA. e hj HR DL, FC k 38 E E p Be TE kE k: Bi GE 
AUS Ab E k. 
5. 矩阵 的 转 置 :把 一 矩阵 4 的 行列 互 换 ,所 得 到 的 矩阵 称 为 4 BUSERE 128 A”. 
(4')' =4， 
(A+B)'=A'+B', 
(AB)'=B'A', 
(kA)'=kA'. 


6. 子 式 :在 一 个 * xn 矩阵 4 中 任意 选 定 不行 和 让 列 ,位 于 这 些 选 定 的 行 和 列 的 交点 上 的 天 
个 元 素 按 原来 的 次 序 所 组 成 的 上 级 行列 式 , 称 为 4 的 一 个 上 级 子 式 . 其 中 hk<min (5,2). 
二 特殊 矩阵 
1. 单位 矩阵 : 对 角 线 元 素 都 为 1 ,其 余 元 素 为 0 的 n 阶 方 阵 
2. XEfü4B Fe : 对 角 线 之 外 的 元 素 都 为 0 的 n 阶 方 阵 
3. 三 角 和 矩阵 : 对 角 线 以 上 (或 以 下 ) 元 素 全 为 0 的 n 阶 方 阵 
对 称 和 矩阵 ; 满足 4' =4 的 n 阶 方 阵 4A， 
.反对 称 和 矩阵 : 满足 4' = -A 的 nn 阶 方 阵 4 
寡 等 矩阵 ; 满足 4 =4 的 m 阶 方 阵 4 
寡 零 矩阵 : 满足 4 = 0 BJ n 阶 方 阵 4 
对 合 和 矩阵; 满足 4 = E 的 n 阶 方 阵 4 
9. IE3EABIÁE : 满足 4' =4 ”的 m 阶 方 阵 4 


ao G 05, "C" G,. 


99s 


10. 循环 矩阵 : 形 如 4=| ”' (0007 的 n 阶 方 阵 


a, G, 054 °° Qo 


11. 埃 尔 米 特 矩阵 :满足 4 = A 的 n 阶 方 阵 4 
12. Xr Dy BE: VEA 是 m xn EHE HUE LA = A' (AA) -为 右 伪 递 矩阵 . BD AAT = AA 


3- 
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(A'4)™ = 
13. 左 伪 逆 矩阵 : 设 4 是 m xn BOB REL HUGE: AU = (AA) AUR IE 153 kE IE. 即 AA = 
(A'A) !'A'A-E 
14. Xp R24 (Jordan ) 3 :JÉ Jt 
I A 0 = 0 O O 
I A = 0 0 0 
J(A,t) = : : 
0 0 ] A 0 
0 0 — 0 1 AJ, 


FIRE , Horn À 是 复数 . 
15. E 346 RB EE: Ht TATEUFCABUEDRFTEOSE FR AR Pe. 其 一 般 形状 如 
A, 


三 、 和 矩阵 的 秩 

1. 矩阵 的 秩 的 表述 : 

1) 和 矩阵 的 行 秩 与 列 秩 统称 为 矩阵 的 秩 . 

2) 算 阵 的 不 为 零 的 于 式 的 最 大 阶 数 称 为 矩阵 的 秩 . 

3) 算 阵 的 秩 是 7, 若 矩阵 中 有 一 个 7 级 子 式 不 为 零 ,同时 所 有 r+1 级 子 式 全 为 零 . 

ik QXBEE 4 IER r 的 充 要 条 件 为 有 一 个 7 级 子 式 不 为 零 

(2) 矩 阵 的 秩 三 r 的 充 要 条 件 为 的 所 有 r+1 级 子 式 全 为 零 

(3) 在 秩 为 + 的 矩阵 中 ,不 为 零 的 > 级 子 式 所 在 的 行 正 是 它 行 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 
所 在 的 列 正 是 它 列 向 量 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 . 

计算 矩阵 秩 的 方法 :对 矩阵 作 行 的 初等 变换 ,把 矩阵 化 成 阶梯 形 , 这 个 阶梯 形 矩 阵 中 非 零 的 
行 的 个 数 就 是 原来 矩阵 的 秩 . 

定理 1 设 4,B 是 数 域 P 上 nxm 和 矩阵 , 则 

r(A+B)<r(A) +r(B) 

r(A £ B) 2r(A) -r( B) 

定理 2 设 4 是 数 域 P 上 xm 和 矩阵,B 是 数 域 P 上 mxs 和 矩阵 ,于 是 

秩 (4B) min [ f& A) , &CB) ] ， 

推论 1 如 果 4=44,…4,, 那 么 

秩 (4) s min fk Aj). 

推论 2 设 4 是 数 域 P 上 nxm 和 矩阵 ,B 是 数 域 P E n Bru SABEER,C 是 数 域 P E n 阶 可 道 
Xg P , Dti 

r( BAC) =r(BA) 2 r( AC) =r(A) 

定理 3  r(AB) =r(B) 的 充 要 条 件 为 BX =0 与 ABX =0 同 解 ; r( AB) =r(A) 

的 充 要 条 件 为 4X=0 与 B'ATX 50 同 解 . 

定理 4 ALB, =C,x;y 则 7(A) +r(B) -nsr(C) &min (r(A) ,7(B) ] 


1 n 
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推论 3 若 4..B。=0, 则 r(4) +r(B) «n. 


A € 
定理 5 &-(5 P| MI (A) +rCB) sr(D) 


A O0 
定理 6 设 W=|0 p) M r(A) +r(B) =r(aD) 


3. 初等 矩阵 :由 单位 矩阵 经 过 一 次 初等 变换 得 到 的 矩阵 称 为 初等 矩阵 . 
初等 矩阵 都 是 可 道 的 ,它们 的 道 和 矩阵 还 是 初等 矩阵 . 即 
P (i) ! - PC) ,P G(c)) ' 2 PC(iQe )),P Guj(Ck) )! =P(i,j( —k)) 
4. 矩阵 等 价 :4 与 B 如 果 可 以 经 过 一 系列 初等 变换 互 得 ,就 称 4 与 B 等 价 . 
等 价 具有 反 身 性 .对称 性 与 传递 性 . | 
定理 7 DA 是 n RÓBEE(n22) , 则 
n E TK(A) =n; 
秩 (4” ) | =n -1; 
0,##k(A) «n- 1. 
四 、 和 矩阵 的 逆 
1. 3X 4g Ek : OST. n 级 方 阵 4, 如 果 有 nn 级 方 阵 B, 使 得 4B = ECE 是 n 级 单位 矩阵 ) , 则 称 4 可 
3k,B 就 称 为 4 的 道 矩阵 , 记 为 4. 
2. 伴随 矩阵 : 设 A; RE yE E£: 


Gr G G, 
a Qs a 
A= 21 2 2 
Ou G, Ut Gu 
中 元 素 oj 的 代数 余子 式 ,矩阵 
Au Aa c7 4, 
A* = An s Ut An 
Ay, As, Ut Au 
称 为 矩阵 4 的 伴随 矩阵 . 
d 0 ... 0 
0 d … 0 
A4*=A*A=| .| . |- dE, Ki d «AI 
0 0 ... d 


定理 7 jBREA 可 逆 的 充 要 条 件 是 4 非 退 化 的 , 而且 
A^ -TA'(d- VIE Y 


ik ”如 果 14| 2dz0,3B5 4 
lA !1247! 
例 : 已 知 4 -2A «3E 0 KE A 可逆 ,并 求 47. 


解 :由 4* -2A «3E -0 RUP -2A) -E, 
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即 —(A-2E)A-E, 


(A -2E). 


从 而 4 可逆 , 且 4- =+ 

定理 8 如果 矩阵 4, 有 可 道 ,那么 4 与 AB ARTS, B. 
(4)! 2 (A7)! 

(4B) '=B` A. 


定理 9 和 矩阵 4, 忆 等 价 的 充 要 条 件 是 有 初等 矩阵 P,,…,P,,0,,…,0, 使 

4 =P,P,…P,BQ.Q,…0,. 

定理 10 n 级 矩阵 A 为 可 道 的 充 要 条 件 是 它 能 表 成 一 些 初等 矩阵 的 乘积 ; 

A= Q, Q, Q... 

推论 4 两 个 ;xn 矩阵 4, 有 2646036838 MEOS ex REB s 级 矩阵 已 与 可 逆 的 ”级 矩阵 
0 使 | . 

A = PAQ; 

推论 5 ”可逆 矩阵 总 可 以 经 过 一 系列 初等 行 变换 化 成 单位 矩阵 . 即 

设 4 是 一 n 级 可 北 和 矩阵 ,有 一 系列 初等 矩阵 P. ,…,P,。 使 


P,-…P,A=E, (1) 
由 (4) 即 得 
P --P E=A`'. (2) 


(1) ,(2) 两 个 式 子 说 明 ,如 果 用 一 系列 初等 行 变换 把 可 逆 和 矩阵 4 化 成 单位 矩阵 ,那么 同样 
地 用 这 一 系列 初等 行 变换 去 化 单位 矩阵 ,就 得 到 4 '. 

把 4,E 这 两 个 nxn 和 矩阵 次 在 一 起 ,作成 一 个 nx2n AREECA — E) , 则 

(A E) 初等 行 变 换 (E A7) 

[7], nT kE PF BË F7 SF 30] AE D (k pR 8. or RB , X Sk 8 ih Y FELD S 91 AE IROR SUR PER 
方法 . 


五 .分 块 矩阵 
乘法 : WA (a). B = (5,),, 1E A.B 分 成 一 些小 矩阵 
n n, t n m, m, ' m, 
S$(ÁÀun A, + Au m(B, B, … B, 
4= Án An UT Ax B. Ba Bn Ut B. 
s AA. A, cn A, miB, Bp … B, 
其 中 每 个 4; 是 s; Xn 小 矩阵 ,每 个 B; 是 n; xm; 小 矩阵 ,于 是 有 
m, m, vom, 
S(Cu Co Cr 
C - AB 2 C2 C C, |, 
S, C, Co C, 
其 中 
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C =A, B, t AgB), + & AB, - XASB, C 21,2,,594210,2,7,7). 
注 : 在 分 块 (1),(2) 中 矩阵 4 的 列 分 法 必须 与 矩阵 B 的 行 的 分 法 一 致 . 


分 块 矩 阵 在 矩阵 乘法 中 的 应 用 : 
B. 
对 于 nn 阶 方 阵 4 可 以 写成 (ai ,05,7,0,) ER]: 【任意 矩阵 类 似 ) 
B, 
B, 
B, 
B, B, B, 表示 B 的 行 向 量 ,于 是 B=| . 
B 


HU MUR BUR | 
a, B, t aB, 4 ta, B 
a, B, t a5 B, + ` +amB 

AB = 
a, B, ta B, t ta, B, 

可 以 看 出 4B 的 行 向 量 是 B 的 行 向 量 的 线性 组 合 ;将 AB 进行 另 一 种 分 块 乘法 ,从 结果 中 可 

以 看 出 AB 的 列 向 量 是 4 的 列 向 量 的 线性 组 合 . 
Bj 求 矩 阵 


2,772,400 


a, au0…0 


RA Ht 9 
€u cub bi, C B 


c4 77645, 77b, 
的 逆 矩 阵 Ern ALB )H9 E k SURI r 92 BJ HL E ,C JE r x k EBE , 0 是 上 xr 零 矩 阵 . 
解 :因为 I 
IDI =141181, 
所 以 当 4,B n], D qup gs. 设 


o "i 
X, Xs] 


TR 
A O / X. X, E, O 
(c s), x)J7lo BI 


这 里 E, , E, 分 别 表示 天 级 和 7 级 单位 矩阵 . 乘 出 来 并 比较 等 式 两 边 , 得 
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AX; - E,, 

AX, 20, 
CX, + BX, = 0, 

CX, + BX, = E. 

由 第 一 二 式 得 
X,-2A7,X,-4710-0, 
代入 第 四 式 , 得 
X» -B', 
代入 第 三 式 , 得 
BX, = -CX, = -CA ,X= - B^! CA^. 
因此 


特别 地 , 当 C=0 时 ,有 


(。 中 7o s] 


A, 0 
4, 
形 如 ， 的 分 块 矩 阵 ,其 中 4; E. n; x n, 矩阵 (i =1,2,…,!) ,通常 称 为 准 对 
0 A, 
fü HE Pk. 准 对 角 和 矩阵 包括 对 角 和 矩阵 作为 特殊 情形 . 
对 于 两 个 有 相同 分 块 的 准 对 角 和 拢 阵 
A, O B, 0 
A, B, 
A= ,B= 
0 A, 0 B, 
如 果 它 们 相应 的 分 块 是 同 级 的 ,那么 有 
A.B, 0 
A,B, 
AB = 
0 AB, 
A, * B, 0 
A, + B, 
A+B= 
0 A, * B, 
它们 还 是 准 对 角 和 矩阵 . 


其 次 ,如 果 4, ,4,,…,4, 都 是 可 逆 矩 阵 ,那么 


第 一 章 5B ME 


分 块 和 矩阵 的 初等 变换 称 为 广义 初等 变换 : 

(1) 两 行 ( 列 ) 对 换 ; 

(2) 一 行 ( 列 ) 左 乘 ( 右 乘 ) 一 个 矩阵 P; 

(3) 一 行 ( 列 ) 加 上 男 一 行 ( 列 ) 的 P (矩阵) 倍数 . 


E, 0 
apis [ 7 E 实施 广义 初等 变换 后 得 到 如 下 类 型 的 矩阵 


O E, P Oy E, Oy /E, P| E, O 
n o) lo MI» »Jlo MIP z.) 
这 五 类 分 块 方 阵 称 为 广义 初等 矩阵 . UU SB 5 87 S9 HB DR S — 5, FH DUO tE EE: ZE 3 
任 一 个 分 块 和 矩阵 


, 中 

要 分 次 于 能 名 进行 ,其 结果 就 是 对 它 进行 相应 的 变换 ; 

O EA By (C D 

. MP »)*l4 jl (3) 
: t 54e 2, 

[z «Ji jen p. PB) | (5) 
同样 ,用 它们 右 乘 任 一 矩阵 ,进行 分 块 乘法 时 也 有 相应 的 结果 . | 


在 (5) 中 ,适当 选择 Pup f C + PA =0. 例 如 4 可 逆 时 , 选 P= CA WI C + PA = 0. T 
(5 ) 的 右 端 成 为 


(4) 


— —T 
[cal 


4 B 
| 0 D-CA -g] 
这 种 形状 的 矩阵 在 求 行列 式 . 逆 和 矩阵 和 解决 其 它 问题 时 是 比较 方便 的 ,因此 (5 ) 中 的 运算 非 
% FH. 


$24-9B 阵 


1. A -矩阵 :一 个 矩阵 的 元 素 是 和 的 多 项 式 , 即 P[A] 的 元 素 ,就 称 为 人 - EBE. JH ACA) ,B 
(A) ,… 等 表示 . 

注 (1) 数 域 P 中 的 数 为 元 素 的 矩阵 称 为 数字 矩阵, 它 是 特殊 的 À - 矩阵 . 

(2)A -矩阵 的 加 法 与 乘法 ,它们 与 数字 和 矩阵 的 运算 有 相同 的 运算 规律 . 
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(3)A -矩阵 的 行列 式 是 和 的 一 个 多 项 式 , 它 与 数字 和 矩阵 的 行列 式 有 相同 的 性 质 . 例 :矩阵 
乘积 的 行列 式 等 于 行列 式 的 乘积 , 

2. A -矩阵 的 秩 :如 果 、* -矩阵 4(A) 中 有 一 个 r(r 宇 1) 级 子 式 不 为 零 ,而 所 有 r+1 级 子 式 
《如果 有 的 话 ) 全 为 零 , 则 称 4(A) 的 秩 为 ~ 零 矩 阵 的 秩 规定 为 零 . 

3. A - ABPEBAI E SURG — n x n BJ A — EE] BCA) fi 

A(A)B(A) 2 B(A)A(A) = E, 

这 里 五 是 ”级 单位 矩阵 . 矩阵 B(A)( 它 是 唯一 的 ) 称 为 4(A) 的 逆 和 矩阵, 记 为 4…(A)， 

4. À -和 矩阵 的 初等 变换 : 

《1) 和 矩阵 的 两 行 ( 列 ) 互 换 位 置 ， 

(2) &EPE RS 3E— £5 (90) 38 DL AEAE BARES c; 

(3) 和 矩阵 有 某 一 行 ( 列 ) 加 另 一 行 ( 列 ) 的 wp(A) 倍 ,op(A) 是 一 个 多 项 式 . 

5. 和 -矩阵 的 等 价 :如 果 可 以 经 过 一 系列 初等 变换 将 4( 和 A ) 化 为 B(A) ACA) FIOR 5 B( A) 等 
价 

等 价 是 A -和 矩阵 之 间 的 一 种 关系 ,(1) 反 身 性 (2) 对 称 性 (3) 传递 性 

6. 行列 式 因 子 : 设 入 -矩阵 4(4) 的 秩 为 r, 对 于 正 整 数 上 ,1 kr, ACA) rR ERE BO k 
级 子 式 . 4A(A) 中 全 部 级 子 式 的 首 项 系数 为 1 的 最 大 公 因 式 D; (A) 称 为 4(A) 的 上 级 行列 式 
BT. 

.7. 不 变 因 子 :标准 形 的 主 对 角 线 上 非 零 元 素 di (A) 4, (A) d, CA) FIOR A - BRE ACA) RB 

Af. 

8. 初等 因 于 :把 矩阵 4( 或 线性 变换 A) 的 每 个 次 数 大 于 零 的 不 变 因 子 分 解 成 互 不 相同 的 一 
次 因 式 方 寡 的 乘积 ,所 有 这 些 一 次 因 式 方 寡 (相同 的 必须 按 出 现 的 次 数 计算 称 为 矩阵 4 (或 线 
性 变换 4) 的 初等 因子 . 

定理 1 一 个 ”xz 的 人 -矩阵 4(A) 是 可 道 的 充 要 条 件 为 行列 式 14(A)1 是 一 个 非 零 的 数 ， 

定理 2 乞 阵 4(A) 与 下 (A) 等 价 的 充 要 条 件 为 有 一 系列 初等 矩阵 

Pi,P,…,Pi,01,0,,…,Q,, 使 

ACA) -P,P,:P,B(A)Q,Q,---Q.. 

定理 3 任意 一 个 非 零 的 * x n 的 和 -矩阵 4( 和 A) 都 等 价 于 下 列 形式 的 矩阵 , 即 任 意 一 个 A - 
和 矩阵 可 以 经 过 初等 变换 化 为 某 种 对 角 和 矩阵 . 

d, (A) 
d,( À) 


d,(A) C) 


其 中 rz>1,4(A)(i=1,2,…,r) 是 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 , 且 
d;(A) Idi, , (A) Gz1 2,77,r-1). 

AE PE (c ) BIOS ACA) 的 标准 形 , 且 唯 一 . 
例 ”用 初等 变换 化 A -矩阵 


。10 ， 


3—34 j= B 


1-A 2A-1 À 
A(A)72| A A’ 一 人 


1+A )3+A-1 -A? 
为 标准 形 . 


1-A 2A-1 1 1 2A-1 1-A 
ol À A? iHe A! A 上 
12A? A +AÀA-l1 1 1 A3 -0A-1 14A? 
1 24-1 1-A 
[ A? N 
0 J3-A A+A 


1 0 0 1 0 0 1 0 0 
4s A? À He À A? Ho À 0 | 
0 à3-A AtA LO MA+A -LO «A -入 一 人 


1 0 0 
—|0 A NES 
0 0 入 二 


定理 4 ”等 价 的 和 -矩阵 具有 相同 的 秩 . 

注 在 A -矩阵 的 行列 式 因 子 之 间 , 有 关系 式 

D(A)ID,, (A) (k 21,2,*, 7-1). 

定理 5 和 矩阵 4(A) 是 可 道 的 充 要 条 件 是 它 可 以 表 成 一 些 初等 矩阵 的 乘积 . 

推论 PS s xn 88 À -矩阵 4(A) 与 BA) 等 价 的 充 要 条 件 为 ,有 一 个 xs 可 道 和 矩阵 与 一 
个 nxn 可 道 矩阵 O(A) ,使 

B(A) xP(A)4(A) Q(A). 

定理 6 ”如果 有 mxzn 数 字 和 矩阵 Pu ,Qu 使 

AE -Az PCAE - B)Q,, 

则 4 fn B 相似 . 

定理 7 两 个 A 一 矩阵 等 价 性 行列 式 因子 相同 必 不 变 因子 相同 初等 因子 相同 . 

定理 8 A,B 是 数 域 P 上 的 两 个 n 阶 方 阵 ,4 与 B 相似 特征 矩阵 AE - A fl AE - B 等 价 性 
4 与 召 具 有 相同 的 初等 因子 ee4 与 B 具有 相同 的 行列 式 因 名 

4 与 刀具 有 相同 的 不 变 因子 . 

定理 9 复数 矩阵 4 与 对 角 和 矩阵 相似 4 的 初等 因子 都 是 一 次 的 ex4 的 不 变 因 子 没有 重 根 全 
A 的 最 小 多 项 式 没有 重 根 . 

定理 10 设 4 是 复数 域 上 n 维 线性 空间 了 的 线性 变换 ,在 了 中 必定 存在 一 组 基 , 使 4 在 这 
组 基 下 的 矩阵 是 若 尔 当 形 ,并 且 这 个 若 尔 当 形 和 矩阵 除去 其 中 若 尔 当 块 的 排列 次 序 外 是 被 4 唯一 
决定 的 . 

定理 11 每 个 ”级 的 复数 矩阵 A 都 与 一 个 若 尔 当 形 矩 阵 相 似 ,这 个 若 尔 当 形 矩阵 除去 其 中 
若 尔 当 块 的 排列 次 序 外 是 被 矩阵 4 唯一 决定 的 , 它 称 为 4 的 车 尔 当 标准 形 . 

定理 12 ” 数 域 P 上 nxn 方 阵 4 在 上 相似 于 唯一 的 一 个 有 理 标准 形 , 称 为 4 的 有 理 标准 形 . 

Hin xn 矩阵 的 特征 矩阵 的 秩 一 定 是 n. 
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(2)r(A(A)) = r, 4(A) 行 列 式 因子 一 共有 个, 而且 4(A) 行 列 式 因子 在 初等 变换 下 是 不 

(3)n x n 和 矩阵 的 不 变 因 子 总 是 有 个 ,它们 的 乘积 就 等 于 这 个 矩阵 的 特征 多 项 式 . 

(4) 不 变 因 子 是 矩阵 的 相似 不 变量 (它们 与 该 矩阵 的 选取 无 关 ) ,因此 把 一 个 线性 变换 的 任 
一 和 矩阵 的 不 变 因 子 定义 为 此 线性 变换 的 不 变 因 子 . 

(5) EBE A 的 最 小 多 项 式 就 是 4 的 最 后 一 个 不 变 因 子 . 

(6) 若 尔 当 形 和 矩阵 除去 其 中 若 尔 当 块 排列 的 次 序 外 被 它 的 初等 因子 唯一 决定 , 戎 尔 当 形 矩 
阵 包 括 对 角 和 矩阵 作为 特殊 情形 , 那 就 是 由 一 级 车 尔 当 块 构成 的 若 尔 当 形 和 矩阵 . 

初等 因子 与 不 变 因 子 的 求法 : 

1) 用 初等 变换 化 特征 矩阵 AE -4 为 对 角形 式 ,然后 将 主 对 角 线 上 的 元 素 分 解 总 互相 相同 的 
一 次 因 式 方 罕 的 乘积 , 则 所 有 这 些 一 次 因 式 的 方 莉 (相同 的 按 出 现 的 次 数 计算 ) 就 是 4 的 全 部 初 
等 因子 . 

2) 设 一 个 nn 级 算 阵 的 全 部 初等 因子 为 已 知 , 在 全 部 初等 因子 中 将 同一 个 一 次 因 式 (A - A.) 
(1 =1,2,…,r) 的 方 赛 的 那些 初等 因子 按 降 寄 排列 ,而 且 当 这 些 初等 因子 的 个 数 不 足 于 时 ,就 在 
后 面 补 上 适当 个 数 的 1, 4848288 n 个. 设 所 得 排列 为 

(A -A),(A 2A 7H, (A 2A", =12，r)， 

于 是 令 

d,(A) = (A -A41)" (A 2A) (A 2A) CE E 1,2,7,n), 

Md (A3,d; (A2 d, CA) SEJÉ A 的 不 变 因子 . 

fj 设 12 级 矩阵 的 不 变 因子 是 

1 1,(A -1)? (A - D' (A *1),(A - 1)? (A 1) (A? € 1). 


Li 


按 定义 ， 它 的 初等 因子 有 7 个 ， 即 
(A-1)2,(A-1)2,(A-1)2(A+I)(A+1) CA - D? , CA +í), 
其 中 (A 21)? 出 现 三 次 ,A +1 出 现 二 次 . 
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矩阵 的 三 大 关系 
等 价 | 88 合同 
对 象 | mus n 4 8 n Ë 3: 8 f 88 8 


二 次 型 经 非 退 化 线性 
LE SEE M: a 
间 的 关系 


存在 已 Q 可逆, 使 | 存在 P 可逆 ,使 得 存在 PP 可 逆 , 使 得 
f B-PAQ B= P`'AP B= P'A P 


下 — L. - 


E 都 满足 反 身 性 对称 性 和 传递 性 ,都 保持 矩阵 的 秩 不 变 
| a 个 线性 无 的 E, 
0 


" 4 可 经 初等 行 变换 得 | 一 个 线性 变换 在 不 同 
“| 到 8B 基 下 的 矩阵 


RW 特征 向 量 时 相似 于 
对 角形 矩阵 
| 

有 相同 的 特征 多 项 式 ， 有 相同 的 秩 与 
有 相同 的 特征 信 ”| 正 惯性 指数 


r+l,r=min(m, n) 无 限 多 个 (n+1) (n+2) 


自 测 题 
一 .填空 题 ( 每 小 题 3 分 , 共 15 分 ). 
. 0 L, 
1 设 4=| Qo) 则 141= | 
-1 0 O 
mal: -1 J 则 (4 +2D -1(A? -4AD) = 
1 1 -1 


102 
3. f(x) = +3x+2, 4=|0 2 1l WJf(A) = 
0 1 0 


4. 任意 的 =” 阶 矩 阵 都 能 相似 于 . 


10 0 
ZI A 0 |, 则 它 的 不 变 因子 是 
0 0 和 +A 
1 A 0 
ZI 人 一 0 ， 则 它 的 各 阶 行列 式 因子 是 
1 0 A(A-i)’ 
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二 、 判 断 说 明 题 (每 小 题 5 分 , 共 20 分 ) 

1. 4,B,C 为 于 阶 方 阵 , 若 4B - AC, WJ B = C. 

2. n WióBPE A nT335 , D] A = 也 可 道 . 

3. W A,B 为 n Ern xS ABRE, MIO AB) * =B *A =. 

4. BOR P ER] n Br Jy kE 4 的 特征 矩阵 的 秩 为 n. 

5. B^ n BEXBEEAEUBI , UE (LE S TR ISTA RE ALTE. 

6. n 阶 方 阵 4 的 特征 多 项 式 与 最 小 多 项 式 有 相同 的 一 次 因 式 . 
三 .计算 题 (每 小 题 15 分 , 共 45 分 ) 


3 4 00 
4 -3 00 
1. 设 4= 求 | 4 A*. 
设 4=|% o ， o RUE 
0 0 22 
1 -1 0 0 2 1 3 4 
0 1 -1 0 0 2 1 3 
2. 设 4 B= ,C= ; A R 
设 4 阶 敌阵 B=-| Ó ， e= 0 > 1| 且 矩阵 4 满足 关系 式 
0 0 0 1 0002 


3. fa 4p DE; AX + B = X. 
1 -1 
其 中 4= ,B-|2 | 
-1 0 -1 5 -3 


A(L- C B)'C' =1,1 为 单位 矩阵 , 试 将 上 式 化 简 并 求 出 矩阵 A. 
0 1 0 
-] 1 |] 

4. 求 4 的 特征 多 项 式 的 不 变 因子 ,其 中 

5. 求 4(A) 的 标准 形 ,其 中 


-2 0 0 
A(A) 2| A 47A -1 A1 z 
34-3  A-1 A+1 

四 .证明 题 (每 小 题 10 分 , 共 20 分 ) 

1. 如 果 4 =4, 称 4 为 寡 等 矩阵 . UE ALB 为 m” 阶 宕 等 矩阵 ,证 明 :4 + B 是 寡 等 矩阵 的 充 要 条 
件 是 4B = BA -0. 

2. 设 4 是 数 域 P 上 一 个 nxn 矩阵 ,证 明 A 与 4 有 相同 的 各 阶 行列 式 因 子 , 证 明 4 5 A” 
相似 . 


典型 例题 解析 
1. 计算 4 的 方法 : 
用 归纳 法 
例 设 4=| ， ET 


. 14* 


2A 1 3A 1 
í (1 0 
4 -[a ' 
然后 用 数 归 法 证 明 . 
@) 通 过 与 对 角 和 矩阵 相似 
1 2 1 0 
例 设 P=|) 小 ^=(o ,) AP 70^ 3k A". 


4 1/4 -2 
:|P| =2,P- = 一 
解 :|P| =2,P- = 到 1 


由 4P=PA, 知 4=PAP- 


@@ 设 " 阶 方 阵 4 = .| | 计算 计算 


0 


f A7 (0,6,6,, 7,6, 
A! 2A(0,2,,65,7,6,4) 7 (0,46, 465,7, A8,.1) 
2(0,0,-,0,5,,62,77,6, 4) 
一 般 的 A* - (0 NE 0,5,,2), 77,8, 4) 
^ 


A" - (0,0,--.0) 20 


[Je of «lUo oo o m eee o. 
e 7) 


Wa 0,2282 (0,273 SR Ca" 
Bs (a8) " = Ca) (ag) (a) s a(B'a) (Ba) B' =a (B'a)*B' 
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A b 
设 4 是 m 阶 非 退 化 反对 称 矩 阵 , 为 n 维 向 量 ,求证 : 秩 2p! o) CH 


证 明 : 令 8=| 5 N 
A by [A -by [-ÀA -b 

NB (5, o = 0 a b 0 ka; 

Bk B 是 反对 称 矩 阵 

又 因 4 为 n 阶 非 退 化 矩阵 ,所 以 14|zz0， 

亦 即 4 为 偶数 阶 反 对 称 和 矩阵 

那么 B 就 是 奇数 阶 反对 称 和 矩阵 ,从 而 |8| =0 

又 因 4 为 B 的 一 个 n 阶 不 为 零 子 式 , 故 7(B) =0 


A C 
2. Wege D» [^ ;) ,证明 r(D) er(A) +r(B). 


证 明 : 设 r(4) - rir (B) =n, 则 A 和 B 中 分 别 有 r, 阶 和 rs 阶 子 式 不 为 零 ， 
不 妨 设 


o à cv d ir i, ce d' 
ADT 00 eos, s uo 
JA J ` Ja Ji Ja J > 
从 而 DD 中 有 T, tr, ELT X 
D Ë E UT k ^ ñ UT v] 
Ah Jo “U Ja Ja Jo ^U Jg 
i d c d, il dy c P, 
AL | IE ! |°. 
Jf J U Ja Ja Ja cU Ja 


故 r(D)zr, er, 
3. WE Az (a,),,, B = (b;), 证明: r(AB) 2r(B) -n 
证 明 : 设 r(4) =r, (GB) = r, 则 存在 可 逆 矩 阵 P,Q， ,P,,0; 使 


. 16 - 


第 一 章 ME T. 


re neo 
从 而 
4B-=P- oe "| M 


4C-Qi P -| MI 其 中 C, 为 mn xm Ë E EE, r (C) = n, x[7 ND P; 


14 01 rC, 0 š 
[oj =[ 6。 o] = 其中 人 为 :xm iei 


r( AB) =r(D) =r(C), 而 

C, 等 于 C 中 去 掉 n~n 行 ,nr 列 后 所 得 的 矩阵 ,又 在 矩阵 中 去 掉 一 行 ( 列 ). 矩阵 的 秩 最 
多 减少 1, 所 以 

r(AB) -r(Cj) zn- (n-r;)) - (n-rj) zr, 4r, —n, 

BB r(AB) zr(A) *r(B) -n 

4. VE A,B,C 是 任意 三 个 矩阵 ,乘积 ABC 有 意义 ,证 明 ; 

r( ABC) zr( AB) «r( BC) - r( B) 

证 明 : 设 4 是 sxn 阶 和 矩阵, 互 是 nx 大 阶 和 矩阵 ,C JE kx m 阶 矩 阵 ,又 

W rOB) =7r, 则 存在 n BrEEBE P 5j k BrEE Q 使 


s= P|: )Je $ P-ors.o- (7). 


I oy/N 
sene Don 
r(ABC) - r(( AM) NC) ) zr( AM) *r( NC) -r 
Zr(AMN) +r(MNC) -r 
zr(AB) «r( BC) - r(B) 


A b 
5. 设 4 38 n Er SDERU SCSERIAR EE ,b 为 n 元 列 向 量 , B = " ) ;证明 r(B) 2n 
证 明 : 因 4 FTU 


Ia OyA bh [A b 
NE NÉ o] "lo MI 


因此 IB|= A|: C-b'A" b). 


* P d ME , AI 


A' b A 
" anis secnm o [e Conr lacra 


b' -b! 
而 18|=18'|, 所 以 

( -b'A^7! b) 2( -1)""( 2b'A7! b). 
E A 2 n Bre T9 SOSEERAB BR, BT P) n 必 为 偶数 , 
从 而 有 ” -84…'b=0, 即 


.17. 


Ais Fé i59 UE C, 

|B| Z0, BL r( B) 2r(A) 2n 

6. WE A E n Br I XE EROB EE, b 2 n 元 列 向 量 , r(A) 2 r(A, b) ,oRuE r(B) 2 r( A) : CP B 
(4A b 
[s 中 


证 明 : 由 r(4) -r(A,b) ,我 们 有 


_ A' -A A 
"4) =p)="( bl | v] 
设 AX=5 有 解 Y, 即 — 
AX, 2 b, X'SA' =b', 即 -XA =b, 
于 是 -XVAX,Q- -X'b=b'X, 
X X.4B-MX,, 

从 而 有 25X,-0,, 

即 5X, =O, 


TË | ^J -可 aku 


即 r(B)= "| ^ Jt MET 


7. 证 明 对 称 和 矩阵 的 秩 等 于 这 个 矩阵 非 零 主子 式 的 最 高 阶 数 . 
证 明 : 设 4= (a;)n xn, 且 非 零 主子 式 的 最 高 阶 数 为 7 


G; G; " . .. 
(iü4r=0W,#a, =a, = =a, =0, R. ' -a;ajj-aj -0,i«j ,于 是 aj 20,10 
G; Qj 


z1,2,-:,n,. 3X RÉ A 30, r( A) =0 
(ü) 34r=n-1BF8 ABI n-1Br3E KAS, 而 4 的 n 阶 主 式 |4| =0, 因 此 r(4) 2n-1 


1 2 - r 
(il) 80 «ren -2 时 ,不 纺 设 4 的 左上 角 的 r 阶 主子 式 不 为 零 , 即 4| ] 


e 
2 .… r 
要 证 r(A)=r, 


2 or 

只 需 证 A( M 
的 所 有 加 边 子 式 都 为 零 即 可 . 
. _ 1 2 rj 
令 M,=A|, 2 ... r 让 


当 i=j 时 , M, =0. 
当 ixj 时 , 令 D=4| 
由 题 设 D =0， 

令 D=]C|, 假 定 M;z0, 则 rr(C) =r+1 

且 C 的 第 1,2,…,r,i 行 是 线性 无 关 的 ， 

H C 的 对 称 性 , C 的 第 1,2，…,r,i 列 也 是 线性 无 关 的 . 

由 前 题 处 在 这 些 行 和 列 交 义 处 的 子 式 W, 关 0 ,这 与 假设 矛盾 . 
8. 设 4,B,C,D EUR n BYTE IE LA B[2 H. AC = C4, 则 


1 2 - r i j 
12 27 中 


. 18 - 


A B 
| |= AD - Ch 
C D 


证 明 : 由 分 块 矩阵 乘法 易 知 


E, 0\4 By /4 B 
[ac MF 中 -lo "e 
两 边 取 行 列 式 , 即 得 
A B| |4 B 
|: M » D-CA"B 
- |4D - ACA! B| - |AD - AA" CB| = |AD - CB| 
9. VE A,B 分别 是 nxm I m xn 矩阵, 证明: 
A#0,|AE - AB | 2 A" |AE -BA|. 


EI 


E, OWAE, By /AE, B y, 
证 明 :由 | MI A al 0 "E 
AE, B| |E, O||AE, B| DE, 8 
| A AE| |A E|] A àE] | 0 AE,-AB 
= |AE, | | AE, - AB| 2 A" | AE, - AB| 
AE, 有 BE， Oy jAE,-BA By. 

| A MIN "u 0 ME 
AE, B| AME BE 0| |AE,-BA B 

A AE| |A AE|-A E| | O AE, 


= |AE, - BA| AE, | 2 A" | AE, — BA] 

于 是 A"|AE, - AB| 2A" | AE, - BA | 

故 |AE, -AB| 2A"" |AE, - BA]. 

10. 3 A =4, 证 明 :r(4) = T,( A) 

im. EBD tes T ADRE RR RR = 上 NELLE UEM 
r xn 满 秩 阵 . [S A! =4 有 

B, B, _ B, B, /B: BB 

| kas Am = | ) -| ' 外 

0 0 0 0 0 0 

于 是 (B,B,) - (Bi, B,,Bj) -Bi(B,,B;), 


L B, 
BIB, 1) (B, B) «0 FB, B.) JETER, CR B, =, AER? AR [o NL 


1 -B, 
-| ES 


0 Ll. 
r 2 » r -B, 
P `''AP = R `'AR 
0 L. 0 L. 
L B,yjIL Bal -B L 0 
"o .jl NË 1 lo J^ 
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答 阵 的 研究 


显然 B) = L 9 =T (B) 
so J| 


而 r(4) =r(B) =7T(B) =T(P 4P) =T (PP 4) = 了 (4) 
11. 设 4 为 二 阶 方 阵 , 且 存在 整数 n>2, 使 得 4” =0, 证 明 4 =0. 
证 明 :4 是 二 阶 方 阵 , 且 4"=0, 故 | A | =0, 则 r(4) I 


Ti As (ta 已 那么 


A =(i le »(;)]e b) 


4A c2akb 2E E AS SALA! S 0A, = e" A =0 

如 果 有 4 =0, 显 然 有 42 =0 

如 果 有 4#0, 则 c=0, 从 而 42 =o4 =0 

推广 :车 存在 正 整 数 K>n 使 得 n T2 E A J.A" =0 ,证 明 4" =0( 由 上 题 可 得 ) 由 上 题 知 当天 
»nHBj,r(A') =r(A") =0 故 4"=0 

12. iZ A JJ n 阶 方 阵 ,证 明 : 

(1238 A^! 50 IH Ata -0, 0] o, 4o, 77, 4!'a(k>0) 线 性 无 关 

(2)r(A"* ) 2r(A ) (BEA4 men BT r(A") =r(A')) 

VERB: (1) & xoa +x (Ao) +x,( Aa) 十 … tx, (Ala) =0 (—) 

用 4*"! 左 乘 等 式 两 边 ,由 A*a =0 1B xA a =0 

Ë] A ^ ' a 560 lit x, =0 

从 而 (一 ) 式 变 为 (Aa) x, (Aa) x (Ala) =0 

Fl A C ESAE JU x, (4 a) =0 ,得 x =0 

类 似 的 可 证 x =… 9x, 20 

所 以 a,Aa,,…, Aa 线性 无 关 

(2BizE rCA') sr (A) ,那么 有 7r(4"“) <r(4)( 因 为 乘积 的 秩 不 大 于 因子 的 秩 ) 

于 是 A"*'x =0 的 解 不 完全 是 Ax 的 解 
(因为 r( A7) r( (4") 秩 不 相同 , 则 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 就 不 是 同 解 的 ) 

则 存在 非 零 的 n 维 列 向 量 B, 使 4"B#0, 但 4"*'B=0 

由 (1) 可 知 B,4B8,,…, A'B 线性 无 关 

这 与 n+1 个 n 维 向 量 线 性 相关 矛盾 

B r(AT 1) =r(A) 

13. WE A Rr BJ m x n &BBE, DUE A = HL Jeri H J& m x r FWBPROBER LL de rx n 4HBEEOBER ( iX 
种 分 解 叫 矩 阵 的 满 秩 分 解 ) 


r 0 
证 明 :r( 4) v cete IMG RE P, B A = P| 0 N 


N r m-r L ú 
£ POL) ,0=|z | 
I 下 一 了 


ZEE 


. 20- 
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14. 求证 m x n 矩阵 4 的 秩 为 > 的 充 要 条 件 是 4 有 分 解 式 4 =aB1' foh! +… noB, 其 中 
0, 05,7 ,0, T Bi B vB, 分 别 为 线性 无 关 的 m 维和 维 列 向 量 . . 

4 为 方 阵 ,g(4*) 是 4 的 最 小 多 项 式 ,f(A ) 是 任 一 次 数 大 于 零 的 多 项 式 

证 上 明 : 一 ” 

4 h(A) x (AE-A) 

假设 (f(A),g(A)) 2d(2) 1 , Nlja(d(x)) 21 

因为 4 的 最 小 多 项 式 能 整除 4 的 特征 多 项 式 

故 由 d(x)|g(A) 8 d( A) [RO , X 400 LUGD 

令 a 是 d(A) 的 一 个 根 , 则 是 A 的 特征 根 且 ` 

f(x) 2 (A - a)a(A) 

于 是 f(A) -(A-aE)q(A) 

而 |4 -ag|=0, 于 | 有 4) =0| 与 14) 非 奇异 矛盾 

所 以 (QA).g(A))=1 

“=” 

若 (AA),g(A)) 2 LEA 3u(A) ,v(A) 使 

u(AM(CA) *v(A)g(A) =1 

用 A 代入 ,g(4) =0, 故 wu(A)v(4) = E 

Br fCA) dE. 

15. A € P""" ,证明 : 

(1) e PLxj] 中 一 定 有 次 数 小 于 等 于 n2 ROSESE ZEHN f(x) ,使 F4) =0 

(2) f(x) ,g(x*) 是 P 上 两 个 非 零 多 项 式 ,f(4) =g(4) =0, 则 a(4) =0, 其 中 d(x) = CC) 
, &(x)) 

(3) 当 4 可 逆 时 在 PLx] 中 一 定 存在 常数 项 不 为 零 的 多 项 式 f(x) 使 f(4) =0 

证 明 :(1) 因 为 dimP"*" = n2, 故 ,4,4?,… ,4" 定 线性 相关 

于 是 存在 不 完全 为 零 的 数 oo ol ,aa 使 

aE +a À, +a,ÀA, + cau A = 0 

4 f(x) =a, +ax & ax! + - aux" 

H|) f(A)-0, Baf(x)) =n. 

(2)d(x) =(/(x) , g(x)) 3 (u(v) (Qu) fi 

d(x) zu(x)f(x) *v(x)f(x) 

将 4 代入 ,dg(4) =u(4)f(4) *v(A)KCA) 

X f(A) =g(4) «0 , Bit d(A) =0. 

(3) 假 定 4 的 最 小 多 项 式 有 (x) 常数 项 为 零 , 令 

f(x) =x=" ta x" rax 

f(A) 2 A" «a, id" +o +a A =0 

从 而 AC(A" a, ,AT7 +. +a,A) =0 

又 4 可 道 , 则 如 +a ,A"" +. +a E =0 

iX 5 f(x) J& À 的 最 小 多 项 式 矛 盾 ; 履 庆 x) 常 数 项 不 为 零 . 

16. 4 € Ps(z)eP[z], 已 知 K4) 可 道 ,求证 存在 g(z)E P[x] ICA) ) eg (A). 

证 明 : 令 h(x) = |xE - Al, h (x) E A 的 特征 多 项 式 


. 21: 


E E vi XE C 


首先 证 明 (f(x) ,h(x)) 91 
假定 (f(x) ,h(x)) =d(x) 头 1, 那么 
”存在 4 的 特征 值 A, 使 x Ao | AC) ,x 一 Ao1f(x) 
且 存 在 EEP", 且 Ezx0, 使 4 =A0E 
4 f(x) =(x-Ao)r(x), 则 f(A4) = (A - ASE)r(A) 
(或 两 边 取 行列 式 , 得 |f(4)|= 1A - AE] ICA) | 20) 
进一步 ， 
f(A)£ 2 r( 4) (A-AoE)E=rA) ([A£- A4£) 2050 £ 
即 0 是 .A4) 的 特征 值 ,这 与 成 4) RT JB. 
于 是 (f(x) ,h(x)) =1 
35, Ju(x). v(x) € p(x) f u(x)f(u) +v(x)h(v) 21 
M| u(A)f(A) *(A)h(A) = E 
H (A) =0 @&f(A)u(A) =E 
A(A)RE,H. (/(A)) ' =u(A). 
A^«A 0 0 
17.2 A(A) | 0 A 0 = 
0 0 (A+1) 


| A «A 0 0 A 0 0 A 0 (A+1) 
x 0 A 0 Hs A+A 0 uL A+A 0 | 
0 0 («D LO 0 («10 0 0 (A? 
A O 1 1 0 A 
EE A «A 0 H 0 A 十 从 小 
0 0 (À +1)° (A +1)° 0 0 
1 0 0 1 O 0 
| 0 A +A 0 P: A +A 0 | 
(A41) 0 -A(A*1)7J LO 0  A(A«1) 
解 二 :由 A( A) J&XTÉBAB EE RT AECIUSEIADLT- 2 


A,(A *1),A,(A €1)? 
(A*1)? (A41) 1 


À À 1 
i i i 
不 变 因 子 为 
d, (A) =A (A 10,4, (A) 2A(A *1),d (A) =1 
1 O 0 
从 而 A( 和 A) 的 标准 型 为 | 0 A^ +A 0 | 
| 0 0  A(A«1) 


fi — ACA) BOBCE —BETH- XU A,(A 1) ,A, (A & 1)? , Ë 
A(A) 的 一 阶 行列 式 因子 D CA) =1 
A(A) 的 所 有 二 阶 子 式 为 和 (A? +A),A (A+1)?,(A*+A)(CA+1)? 


.22. 


LL 
从 而 4(A) 的 二 阶 行列 式 因子 D,(A) 2ACA +1) 


A(A) 的 三 阶 行列 式 因 子 即 为 D(A) =A(A +A)(A+1)? 
D, (À) 2 D,(A) 


则 d, (A) * D.) =À (A +1) ° ,d,( À) =p Q) zA(A *1),d, (A) =D(A)=1 
À 0 0 - 0 à, 
-] A 0 - 0 Q1 
18. 证 明 : DET P tes 
0 0 0 … A a, 
0 0 0 - -1 A+a, 


的 不 变 因 子 是 1 .1,1 f(A)， Kr (A) 2a «aA! a, À +a, 
证 明 : 所 给 的 A - ABBERE n - 1 阶 子 式 


-1 0 0 … 0 0 
-1 A 0 - 0 0 
0 -1 A - 0 0 
. 1; : 000. J=( 1)" 
0 0 0 … —1 A 
0 0 0 … 0 -1 


所 以 D, (A) =1, 于 是 D (A) 2 D(A) 2: 2D, (A) =1 
Ami d,(A) »d,(A) 27 2d,.,(A) 21 


TFüiitf AG) | 
从 第 n 行 开始 ,依次 将 下 一 行 的 倍加 到 上 一 行 , 则 
0 0 0 … 0 f(A) 
-] O0 0 O0 * 
0 -1 0 … 0 * 
14(A) | = : : : : : =( -1)"''/(A)( -1)"' =f(A) 
0 0 0 - 0 A +aÀd+ta, 
0 0 0 + -1 À +a, 


WI D, = 14(A) | 9f) 382 4,(A) f) 
故 4(A) BERAEDI TOR 1.1, (D. 
-1 1 1 


1 0 | Jordam 的 标准 型 
-2 -2 -1 


19. RE A = 


A*1 -1 -1 
wu -ena -2 A-1 0 | 
2 2 À +1 

考虑 AE - A 的 两 个 二 阶 子 式 
"P -1 


-1 -1 
| emnes [aci 
2 A41 0 


À-1 
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和 矩阵 的 研究 


由 (A! «42A 43,A-1) 21580 D4(A) =1， 
从 而 D (À) =1 

D,(A) 2f(A) 2 (A -1) (A +1)° 

于 是 d((A) 2d,(A),d(A) 5(A -1)CA «1)? 
MJ 4 的 初等 因子 是 (A - 0, (A +1) 


1 

从 而 A | -1 | 
-1 

解 二 :f(A) =(A-1)(A+1)*A= -1 

当 和 = -1 时 ,r(AE -A)=r(-E-A)=2 


1 
因此 iH -1 (| 


-1 
解 三 : 


À +1 -1 -1 1 -] A+l 
ia -2 A-1 0 H -2 À -1 > 


2 2 À +1 - (À +1) 2 2 


1 0 0 1 O 0 
-(A*1) 1-A -(A«1)! 42 0 1-A -(A+1) +2 


1 0 0 
INI 1 A-1| 
0 (A +1)? -1 1-A 
1 0 0 
0 1 0 


0 PO £:1)!-1 TESTE £:1)? -1] (1-4) 


1 0 0 1 0 0 
0 1 0 0 1 0 
0 +1) -1 (1-4) 3-0 Y 0 (A + -1 (1 -A)(A +1)° 


20. VEXBIE 4 IHRE EX f/(A) = (A 7-2)! (A -3)! A8 ULLA 的 所 有 可 能 的 Jordam 标 
准 型 (不 计 其 中 Jordam 块 的 排列 次 序 ) 

解 :f(A) = (A -2)! (A -3)? 从 而 可 知 4 为 5 阶 矩 阵 

因为 最 小 多 项 式 与 特征 多 项 式 有 相同 的 一 次 因 式 ， 

故 4 的 最 小 多 项 式 有 以 下 6 种 可 能 : 

(A-2)(A-3),(A-2)(A-3),( 和 -2) (A -3), (A -2)2 (A -3)?, (4 2)? (A -3)*, 
(A -2)? (A -3)! (1 4 (A) 5 (A -2) (A -3) RE, Bi D,(A) =f(A) 知 D(A) = (à -2)2 (a - 
3) 
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从 而 d,(A) 2(A-2)(A -3),d, (A) 2A-2,d; (A) =d (A) =1 
(2234 d, (A) 2 (A -2)! (A -3) 时 ,D,(A) = (A -22 (A -3) 从 而 
d,(A) 2 (A -2)(A -3),d, (4) 2d, (A) 2d, (A) =1 
(3)34 d,(A) 2 (A -2) (A -3) 时 ,D(A) 2A -3 Bt] 
d4(A) A -3,d, (A) =d,(A) 2di(A) «1 
(4) 34 d, (A) = (A -2) (A -3) ,D(A) = (À -2)? , WI 
d,(A) A -2,d,(A) sA-2,d,(A) sd, (A) =1 或 
d,(A) 2 (A -2),d, (A) 2d, (A) 2d (A) «1 
(5)34 4,(A) 2 (A -2)! (A -3),D,(A) =A -2 
d,(A) 2A -2,d,(A) 2d, (A) 2d (A) 21 
(6)34 d,(A) 2 (A -2)! (à -3) ,D,CA) =1 Jl] 
d,( À) =d,(A) =d,(À) =d,(À) =1 
从 而 4 的 Jordam 标准 型 也 有 以 下 6 种 可 能 
2 2 2 1 2 


3 3 3 3 


3 1 3 1 
3 3 
21. BA e(A) 2 [A - Cle) T [A - C1 22) J (A-1) 是 6 阶 方 阵 4 的 极 小 多 项 式 , 且 TrA 


试 求 :(1)4 的 特征 多 项 式 f( 和 A ) 及 Jormdam 典范 型 

(2)A 的 伴随 矩阵 4 ”的 Jormdam 典范 型 

解 :(1)g(A) 2[A- OD] [A - 0-0] (a 71) 

由 ”77r4 =6, 知 4 特征 值 之 和 为 6， 

从 而 6-2(14i) -2(1-i) -1=1 是 4 的 另 一 特征 值 . 
于 是 AA) = (A? -2A +2)” (À - I? 是 4 的 特征 多 项 式 
是 4 的 最 小 多 项 式 = d, (和)， 

而 D(A)=AA) 则 D;(A)=A-1l 

从 而 d.(A) 2d, (A) 2d, (A) =di(A)=1 


AE FF. 65 f SIL 


(2) lAlsixIx(1«i) x(1-)?24,4' 2 lAlA ! 2A"! 
H P''AP=J, 8 P''A''P=J' 
4 
4 
aas a 2(1 - i) 2i 
AmjP'A'P-4J'- "T 
2(1 i) -2i 
2(1 -i) 
BI A Bj Jormdam 典范 型 为 
4 
4 
2(1 -i) 1 
2(1 - i) 
2(1 +i) 1 
2(1- i) 
155 
22. ass 4 | 
0 a 2 
(1) SOR A 的 最 小 多 项 式 与 Jormdam 标准 型 
(2) 确定 4 相似 于 对 角 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 
l 5 5 
Hoe) ical 4 j| nuts eot 
0 a 2 
由 于 4 有 一 个 二 重 特征 值 ,并 且 TrA=1+4+2=7 
故 分 两 种 情况 讨论 
(DI 是 4 的 一 个 二 重 特征 值 , 则 a =1, 从 而 4 的 3 个 特征 组 为 1,1,5 fi r(E- A) =1, 那 么 


1 
, 
5 
最 小 多 项 式 是 (和 A -1)(A 75) 


@1 是 4 的 一 个 单 特征 值 , 则 3 是 A 的 二 重 特征 值 ,从 而 a= - 
X r(3E -4) =2, 于 是 


1 
| 3 1 


3 
最 小 多 项 式 为 (和 A -1)(A -3)". 

(2) 由 (1) 可 知 4 相似 于 对 角 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 a = 1 

23. 设 4 是 n 阶 方 阵 , 则 4=B+C, 其 中 8B 相似 于 对 角形 . C" =0 且 C 与 8 可 换 . 
证 明 : 任 一 复方 阵 都 相似 于 一 个 若 当 标准 形 , 设 


- 26 ° 


4 ~ /= 


l 
3 


3*—* x W 


J, 
J 
P-'AP=J= = ? ; 
J, 
À, 
À, 1 
其 中 J, = N74 ,G 21,2,-5,s 
à, 1 
À, 
A, 0 1 
à 0 1 
令 D,- ,E; = 7. , 
à 0 1 
; 0 
MJ. 2D, +E, JA] J- D E,, Kb 
D, E, 
D- D, E- E, 
D E 


HU m - max |P;|, 其 中 P; E J SEP 121,2, s RUE E" =0. 
令 B=PDP-,C=PEP…, 则 有 相似 与 对 角形 
C" -PE"P' z0,A zpJP^ -P(D +E)P ` =PDP `! + PEP `! = B +C. 
D, E, D E, 
D, E, D,E, 


ED = . ; 


E,D, 
从 而 BC=PDP- - PEP `! = PDEP `! = PDEP `! = PEP `! - PDP^! = CB. 
24. iE n Ér&B BE A 的 特征 根 是 A, ,A,,…,A,, 求 证 4 的 伴随 矩阵 4 "的 特征 根 是 A ,和 Ao,…， 
Aa HUP lIsi«5«cchasn. 
证 明 : 设 4 的 若 当 标准 形 
Ji 


J 
J-P'AP-z ? . ， 


ABT rb 3H DC, 


A; 1 
À, 1 
其 中 J,.= "n. i21,2,:,5 
À, 
A 
于 是 /7 的 伴随 矩阵 满足 
a, * 
a; * 
J'=P'AY(P') = 
G, 


E E-RUPÓABEE, , X EIN 28 — f o Ek J EBR RII E — RUE BE. 
因 4 ”与 广 相似 , 故 二 者 有 相同 的 特征 根 , 即 4 "的 特征 根 为 ol ,a,,… ,a, TB 831 J Bn 


-1 阶 主子 式 可 知 G, = AnAp A 
25. 若 存 在 正 整数 m [8 A" = 元 证明 4 相似 于 对 角形 矩阵 . 
J, 


证 明 : 设 J= PAP `! = ^ 


J, 


是 4 的 若 当 标 准 形 ,于 是 
J"  (PAP^!)" 2 PA"P^! - PIP^! = I, Pf 


Jr 
J" = J5 - 
J; 
车 4 不 相似 与 对 角形 , 必 有 某 个 J, 的 阶 数 )1, 设 J, 是 P 阶 矩阵 ,我 们 有 
1 m 
À; AT OQCLhATU € (QT 
^ À. ... 人 CP -2 m= +2 
P = À, ` = k | m š zl, 矛盾 
1 . : 
À Ai 
k 
. 28. 
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mw TARTE 


$19 


L 排列 :由 1,2,…,n 组 成 的 一 个 有 序数 组 称 为 一 个 n 级 排列 ,显然 12…n 也 是 一 个 级 排 
列 , 称 为 自然 排列 . | 

2. 逆序 数 :在 一 个 排列 中 ,如 果 一 对 数 的 前 后 位 置 与 与 大 小 | 顺序 相反 , 即 前 面 的 数 大 于 后 面 的 
数 ,那么 它们 就 称 为 一 个 逆序 ,一 个 排 7 列 中 逆序 的 总 数 就 称 为 这 个 排列 ROGER 

EPI JU; J, B93FAGIUOS TU.) 

例 :7(854362197) = 19 

3. 奇偶 排列 : 逆序 数 为 偶数 的 排列 称 为 偶 排 列 ;逆序 数 为 奇数 的 排列 称 为 奇 排列 . 

4. 级 行列 式 ， 


Qj, G, Cn 
G, d» c" Gs 
= > (-1) rye) qu n Qs 
Uy ^3 , 
E 420 Eh 
G, 0D °” G, 


即 为 所 有 取 自 不 同行 不 同 列 的 n 个 元 素 的 乘积 的 代数 和 | 

5. 元 素 的 余子 式 : 在 n 阶 行列 式 中 划 去 元 素 a 所 在 的 第 i 行 与 第 j 列 , 剩 下 的 (n -1)* 个 元 
素 按 原来 的 排 法 构成 一 个 n -1 级 行列 式 称 为 元 素 or 的 余子 式 , 记 必 M, 

6. 元 素 的 代数 余子 式 :4y = ( - 1) “41 称 为 元 素 四 的 代数 余子 式 . 

7. 子 式 :在 一 个 n 级 行列 式 D 中 任意 选 定 8 行 上 列 (k<n) ,位 于 这 些 行 和 列 的 交点 上 的 天 
个 元 素 按照 原来 的 次 序 组 成 一 个 级 行列 式 内, 称 为 行列 式 忆 的 一 个 上 级 子 式 , 

8. 子 式 的 余子 式 : 在 DD 中 划 去 这 k 行 k 列 后 余下 的 元 素 按 照 原 来 的 次 序 组 成 的 n -级 行 
列 式 M' 称 为 上 级 子 式 M 的 余子 式 

9. 子 式 的 代数 余子 式 : 设 DD 的 k 级 子 式 放 在 D 中 所 在 的 行列 指标 分 别 是 ,i ，… l ajiojas 
Js HUM 的 余子 式 M' 前 面 加 上 符号 (一 1) 08t n9 10e P? Je ilt M 的 代数 余子 式 . 


1 2 14 
0 -121 
例 :D=|0 0 21 
0 0 13 
中 选 定 第 一 .三 行 ,第 二 、 四 列 得 到 一 个 二 级 子 式 M: 
He 
M= : 
0 1 
M 的 余子 式 为 
. 29. 


— B RR RUE EE IEEE RNC TEES EM UNES UNT NECI RDMCDIU ECCE MEAM MEN IOS Mp 


AB Rp rr 330p 0, 


m= ?| 
0 1 
M 的 代数 余子 式 为 
( -1)0 9900 ap -M'. 
性 质 : | 


1) 行 列 互 换 , 行 列 式 不 变 . 即 

2) 一 数 乘 行 列 式 的 一 行 相当 于 用 这 个 数 乘 此 行列 式 . 或 者 说 一 行 的 公 因子 可 以 提出 去 

令 =0, 就 有 如 果 行列 式 中 一 行为 零 ,那么 行列 式 为 零 . 

3) 如 果 某 一 行 是 两 组 数 的 和 ,那么 这 个 行列 式 就 等 于 两 个 行列 式 的 和 , 而 这 两 个 行列 式 除 
这 一 行 以 外 全 与 原来 行列 式 的 对 应 的 行 一 样 . 

4) 如 果 行 列 式 中 有 两 行 相同 ,那么 行列 式 为 零 . 所 谓 两 行 相同 就 是 说 两 行 的 对 应 元 素 都 
相等 . 

S) 如果 行 列 式 中 两 行 成 比例 ,那么 行列 式 为 零 . 

6) 把 一 行 的 倍数 加 到 另 一 行 ,行列 式 不 变 . 

7) 对 换行 列 式 中 两 行 的 位 置 ,行列 式 反 号 . 

94,0550, 

定理 1 设 d= MM 

OG, 0,0, 


4 表示 元 素 oz 的 代数 余子 式 , 则 下 列 公式 成 立 : 


d, 当 k=i, 
QnAs t GpÁ, + ta, = lo M kei 

d, I-j, 
GuAy + GÀ t7 + GudA, = lo M |= 


注 4, 中 不 再 含有 第 i 行 的 元 素 ,也 就 是 4, ,4;,,… ,4;, 全 与 行列 式 中 第 i 行 的 元 素 无 关 . 
定理 2 (克拉 默 法 则 ) 如果 线 性 方程 组 

QuX1 *G5X, t taux, mb, 

G, + Gp, 十 + as x, zb, 


(1) 


eemoesosspecseososusenspsoctssenon 


G,X, + OuX, taux, mb, 


的 系数 矩阵 
G, G> Qn 
A= . 
Qa Go a 
的 行列 式 
d - |Al x0 
那么 线性 方程 组 (1) 有 解 ,并 且 解 是 唯一 的 , 解 可 以 通过 系数 表 为 
d, d, d, 
x, = m T7" x = 了 ， 


dB Y 53 ES XE EE. 


其 中 也 是 把 矩阵 A 中 第 j 列 换 成 常数 项 b, ,b,,…,b, BORIUBEERUTTAUAS 

定理 3( 拉 普 拉 斯 定理 ) 设 在 行列 式 刀 中 任意 取 定 了 k(l <k=<n -1) 417. H£ k 1370 PH 
组 成 的 一 切 k 级 子 式 与 它们 的 代数 余子 式 的 乘积 的 和 等 于 行列 式 D. 

定理 4 两 个 ”级 行列 式 


Gr Gap G, 
a a "S 5, 
D, - 21 2 2 
Qu Qn Ut Ln 
和 
ba 5, b, 
D, = b, in b, 
b, b, Ut D 
的 乘积 等 于 一 个 n 级 行列 式 
CH €o 7 Cn 
C= Ca C2 “` 7 03 


Ca Cm 77 €. 
其 中 cj 是 D, 的 第 i 行 元 素 分 别 与 D, BARS j 列 的 对 应 元 素 乘 积 之 和 
c; =anby t agb, + *** +a,b, = Xasby. 

行列 式 计算 方法 : 
. 化 为 三 角形 行列 式 的 方法 
. 化 为 范 得 蒙 行列 式 的 方法 
. 拆 行 ( 列 ) 法 
降级 法 
， 加 边 法 
. 数学 归纳 法 
. 递 推 法 

9. 因 式 分 解法 (如 果 行 列 式 D 是 某 个 变数 x 的 多 项 式 f(x) ,可 对 行列 式 施行 某 些 变换 , 求 
出 fx) 的 互 不 相同 的 一 次 因 式 , 设 这 些 一 次 因 式 的 乘积 为 e(x), 则 D=f(x) =cg(x) ,再 比较 f 
(x) 与 g(x) 的 某 一 项 的 系数 , 求 出 c 什 . ) 

10 拉 普 拉 斯 展开 法 (用 公式 |D| =M A, +M,A, +... + MA, 来 计算 行列 式 的 值 ) 
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和 矩阵 的 研究 


$2 行列 式 与 矩阵 
定理 5 设 4,B,C,D 都 是 mn 阶 方 阵 ,其 中 ,|14| 关 0, 并 且 4C = CA, BU 
» 中 -Hp-cal 
C D 
3 1 12 
2,12 4 3 4 
例 : 计 算 | 1 0 2 3! 
0 1 1 4 
A B 
解 : 原 式 = | D ,I8|A120,3£H AC = CA, 
3 1/2 3 1 0/1 2 6 11 
ak gk » an cal - |( Jl 4 -lo JE Jis "ES 


A B 
定理 6 设 P= 人 < p) E n fele orb aD 483g k Wr fü s 阶 方 阵 ， 
DE ASDÉUIPI = IALID - CA^'BÍ; 
2) B njik,mIPI-|D||A-BD''Cl. 
例 : 计 算 2n 阶 行列 式 


ao00…… 0 0 
0 a 0 :1.. 0 b 
0 0 a… b 0 
|P|- 
0 0 b a 0 0 
0 b 0 0 a 0 
0 0 0 0 a 
8B. 
a b 
a b 
A=D= ,B=C= 
a b 
a 
则 D - CA^! B - 
ba! b a-ba 
b a^ b _ a-ba! 
b a Ab 


从 而 
IP|=lA|ID-CA 'B|=a" (a- Ua) = (a° - b)". 


定理 7 设 4,8 都 是 EOTIE AER | 14+Bll4-8l 
由 定理 7, 上 例 可 得 ; 


A B 
Pi=| [= lasrall4-B| 
B A 
a bila -b 
_ a b a -b 
b all -b a 
z(*4bn(*-b)n-z(? -W)n 
0 x y x 
、 x 0 x y 
例 : 计 算 . 
y x Ü x 
x y x 0 
0 
wee ntl 
x 0 x y 
_ 2x | | ~- 0 
则 原 行列 式 = |? ú 2222 
2x 0 _ y 


A O0 A B 

gms üaBchesDamp6|, |=1411C| 或 | 
] 2 1 4 
0 -12 1 
例 :计算 . 0 0 2 1 
0 0 1 3 
1 2 2 1 

解 : 原 式 = | | j-5 


A B 1 
推论 没 4.8,C 都 是 阶 方 阵 , 则 有 | o |- CD" Ial c 


MIET TEITTIPI 
BC ` 


E 
自 测 题 


一 填空 题 (每 小 题 3 分 , 共 15 分 ) 
1. 填 上 适当 的 数字 ,使 ?2 43. I1 为 奇 排列 
2. 四 阶 行列 式 D= | oj | 中 , 含 ax 且 带 负 号 的 项 为 0 0. 
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f 3 Y= Ey ME EE 


=|A|1C1. 


G, G Oy a, Go G 
a a 
3. 21 G Go, = d. l 2 2 ni 
Gu Qn Ga, Ga a 2 a 1 
_1 1 1 
4. 行列 式 | 1 -1 x | 的 展开 式 中 ,x 的 系数 是 . 
1 1 -1 


5. 设 M, A BUE ERESR, D 中 元 素 wy 的 余子 式 , 代 数 余 子 式 , 则 M. TAL. = 
二 ,判断 题 (每 小 题 3 分 , 共 15 分 ) 

1. n 阶 行列 式 D 中 有 多 于 nw -n 个 元 素 为 零 , 则 DD =0. 

2. D =0, 则 互 换 D 的 任意 两 行 或 两 列 ,D 的 值 仍 为 零 . ( ) 

3. 排列 …i…7… 与 排列 …j…i… 排 列 的 反 序数 相差 1. 

4.D = la; m ASIN a; 的 代数 余子 式 , 则 a,,À5, +asA, +a, A, =0. 

Àx, +x, + Àx, = 0 


5. 齐 次 线性 方程 组 


Xi +x, + Àx, = 0 


则 A =1. 
三 ,计算 题 (每 小 题 10 分 , 共 50 2) 
1 
2 1 0 1 
1 
1. 0 0 3 1 ; 
2 1 -1 O0 
1 
2 0 1 _1 
a 0 b O 
0 c 0 d 
2. ; 
e 0 f O 
0 g O À 
X, G G, G, 
3. G, X, G G, ; 
a; d G, x, 
at +1 a2 a,a, 
? +1 
4. aq m 040, 
aa a,a, a, +1 


( 


X, + Àx, tx, = Ü 的 系数 矩阵 为 4, 若 存在 三 阶 和 矩阵 B 关 0 ,使 得 AB =0， 


) 


第 二 齐 行列 式 与 矩阵. 


a*b ab 0 0 

1 a+b ab 0 0 
0 1 a +b 0 0 
0 0 0 * a+b ab 
0 0 0 en 1 ab 


四 .证 明 题 (1 小 题 6 分 ,2.3 小 题 各 7 分 共 20 分 ) 
a^ (a+1)2 (a«2)? (a«3)? 
b o (be1)! (b«2)? (b«3)? 
.1 HH . = 
L 证 明 ; c (c+1)” (c+2)2 (c+3)’ ° 


d (d+1)’ (d«2)! (d«3)? 
2. n 阶 行列 式 D 的 每 行 元 素 之 和 为 C, 则 D 的 每 列 元 素 的 代数 余子 式 之 和 为 全 


3. 设 a,a,,…,a, 为 数 域 尺 上 互 不 相同 的 数 , ,5,,…,b, 是 下 上 任 一 组 给 定 的 数 ,证 明 , 存 
在 唯一 的 上 次 数 小 于 nn 的 多 项 式 作 x) ,使 所 ww) =6;,i=1,2,…,n. 


典型 例题 解析 
2 0 3 0 
1 1 1 1 
1. 020 0 SKODA, +A, +43 +44 (2)21M -M, +3M,. 
3 1 2 -2 
解 :因为 4; 中 不 含有 第 i 行 的 元 素 , 也 就 是 4, ,4,,… ,4 全 与 行列 式 中 第 i 行 的 元 素 无 关 ， 


从 而 


1 1 1 1| 
1 1 1 1 
A, +A, +A, +A, = 0 -2 0 O =0, 
3 1 2 -2 
同 理 
2 0 30 
] 1 1 1] 
2M, - Ms +3M =2HM - Mj *3M4 +OMy = 0-200 =0. 
2 -1 3 0 


2. A - (aj) KE PAR RE EAR BE , RT 4 的 行列 式 中 oz 的 代数 余子 式 4w 关 0, 则 ( B ) 
是 齐 次 线性 方程 组 AX = 0 的 一 个 基础 解 系 . 

(A) (Ay ,4z , As) 

(B) (44,45 A5)! 

(€) (Au, An As) (An An A)" 

(D) (4 ,An A) (43 ,hy , A)" 


NENNEN 


3. 计算 
a, b, 
a, b, 
D. = 
2n C, d, 
C, d, 
e d, 
解 : 按 第 1 列 展开 ,得 


D,, = (ad, -bo)D, 7 (ad - b,c,) ( a,d, -bc, ) D,, 
=-= = (od -bo ) (a.d, -b,c;) (a.d, — bc,) 


4. 计算 : 
1 2 3 -- n 
a 1 2 … n-1l 
a a 1 + n-2 
a a a 1 
l-a 1 1 1 1 
0 l1-a 1 z ] 1 
从 第 二 行 起 每 行 乘 以 0 0 l-a - 1 1 
解 : 原 式 = mI . . . . 
( -1) 倍 加 至 上 一 行 | : : 
0 l~a 1 
a a 1 
l-a 1 1 1 1 
0 l-a 1 1 1 


第 一 行 乘 ( —a) Ë | 0 0 1-a + 1 1 
加 到 最 后 一 行 : : : : 


a? 0 0 0 1-a 
l-a a 0 0 0 
0 l-a a - 0 0 
从 第 n -1 行 起 ,每 行 乘 | 0 0 l-a … 0 0 
以 ( -1) 倍 加 至 上 一 行 | ; 0: € : 
0 0 0 l-a 1 
a^ 0 0 0 1-a 


依 第 一 行 展 开 (1 T" € C- Da 
总 结 : 主 对 角 线 (或 副 对 角 线 ) 以 上 (或 以 下 ) 元 素 相同 的 做 法 为 前 一 行 (或 后 一 行 ) 的 ( -1) 
倍加 至 后 一 行 (前 一 行 ) 
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ee 


S. 计算 : 


第 二 意 ”行列 式 与 矩阵 


1 +aIXI 2+a,x, n +a,x, 
l+ax, 2+a,, n +a,x, 
l+ax, 2+a,Sx, n +a,x, 
1 +a,x, 2 +a,x, EE n +a,xX, 
从 第 二 行 起 ,每 行 |a (x, -x) a(x,-x) … a(x-x-) 
解 : 原 式 » | | 
减 去 第 一 行 : : 
a,(x,-x,) a(x,-x) (Xs Xl) 
lax, 2-2;x, n * d,X, 
Qi 25 a, 
= (x; 73,) (Xa — XI) (xn 一) 
d, a, a 


1 *a,x,,24n-lHf 
[stets -x,)]  nz2 时 


n 


0,35 522 


ae +bd ac, +bd, -- ac, *b,d, 


a, +b,d, ac, +b,d, -^ ac, * bd, 


6. 计算 :D， 
ac tb,d, ac *b,d, + a,c, + bad, 
a, b, 
a, b, CG G Ut CG, 
解 :D, = : » d, --- N =0. (因为 n>2) 
a, b, 
a+x a da c't G, d, 
— Xl Xj 0 0 
7. 计 算 :D.=| 0 non 0 0 X. fluo 


0 


0 0 c -x4 x 


解 : 将 D, 的 第 一 列 写 成 两 个 数 的 和 的 形式 :wa 1,0 — 2,0 +0,"…0 +0， 


则 


D, =a,x,x,' "X, + X, 


1 G, Ga, 9,1 €, 

-l x, 0 0 

0 -x x cc 0 0 1( 观 察 前 一 行 与 后 一 行 之 间 的 特点 》 
0 0 0 + -xa X, 


将 第 二 行 加 至 第 三 行 ,再 将 新 的 第 三 行 加 至 第 四 行 ,以 此 继续 下 去 ， 
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1 a, as Ut G, -1 Cn 

-] x 0 … 0 
CIX2Ma… MX +x | -1] 0 x, 0 

-1 0 0 - 0 x, 


CE x, 720) 将 第 7 列 的 一 倍加 至 第 1 9G =2,3,---n) 


n Q5 9, 
1+—+— + +— a, Ga, a 
X X3 X, 
x, 0 0 
=G XX; Xp 十 和 1 0 0 XQ "° 0 
0 0 0 0 
G, | 05 
二 QIX2X3 Mn erem +=) 
2 13 n 
8. 计算 
ba, a, a, a, 
a bta, a4 + a 
D-| | MEN ^ (560) 
à, a, a, c7 b+a, 
解 :将 D 添上 一 行 一 列 , 变 成 下 列 的 n+1l 阶 行列 式 
1 a, @ G, c a, 


0 bra a; a, ° G 


n+l : 
0 a, a, as, b+a 
l < ao, G, 
-1 b O 
=|-1 0 b 
-1 0 0 b 
1 +— a, a, a, a, 
0 b 0 
"| o 0 b 
0 0 0 b 


zb(1 +a) 
9. 求证 ， 
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X 0 a ' a 
b x, a + a 
D,-b b x * a = af(b) - bf(a) 
n a-b Li 
b b b - x, 
其 中 fx) 2(x7x,):7 (n, 7 x,) Gb. 
X, G ma -- a *0 


b x, a ° a 0 


uEHB:D =|b b x ce a+0 |= +(x, -a)D,., 

b b b + atx,-a i 和 
za(x, -b) (x, - b) (x, 7 b): (x, 7 b) + (x, ~a)D,.) (1) 
由 行列 式 与 转 置 行列 式 相等 得 ; 
D, 2b(x, - a) (x, -a) (x, -a):-(x,., -a) +(x, -b)D,., (2) 
由 (1)(2) 联 立方 程 组 解 得 


p, sf(b) -f(a) 
^ a-b 


此 行列 式 特点 : 主 对 角 线 以 上 是 同一 个 元 素 , 主 对 角 线 以 下 是 同 元 素 . 


10. 计算 : 
x y y 
z x y y 
z z x 
pA 4 z x 


解 :( 将 第 一 列 拆 成 两 项 之 和 :x =y+(x-yY),z=z+0,…,z=z+0 ) 
gs r6 EE GC Y (yz) 

2[xt(n-1)yIl(x-y)" 

11. 计算 行列 式 


1 1 oc d 
X x, X, 
2 2 2 
X; X5 x 
D, = `... 
-2 -2 -2 
n n n 
x" xo x 


解 : 作 如 下 行列 式 , 使 之 配 成 范 德 蒙 行列 式 
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11---11 

* 
XiXytUXQy 

2.2 2 2 

%iX2 `X, 

n 
P(y) = TT zII(y -x,) II (x; 7x) 

n-2. n-2 n-2 n-2 EL tesis 
X, 2 n 

n-l n-l h-l. nj 

XQ X; X, 

m n A A 

XX XY 


B D, 等 于 P(Y) 中 "的 系数 的 相反 数 ,而 P(y) Py ERROR - Ya, IL Gs x) 


,因此 ， 
Ya H (x -x). 


D = 
PO TAY “isf<isn 
12. 计算 行列 式 
x y z 
D= ix y E 
yz xz xy 
y z 
(3)+(y+z)(1) 2 2 2 
= x y z 
Xy ^ xz yr y +Z +xXZ yz +Z + xy 
: x y z 
(3) +x(1) 2 2 2 
= x y z 


X5 +xy+yz+xz Oy +2ay+yz+xz XE c Xy +yz +xz 
=(xy+yz+zxz)(y-—x)(z-—x)(z-—y) 


la, 1 1 ... 1 
1 1 +a, 1 1 
13 计算 :D = 1 1 1 +a, 1 
1 1 1 1 +a, 
1 1 1 1 1 + y 1 1 1 
i=lG; 
_1 0 
u a;*0 0 aG, 0 
D,-|-1 0 a, 0 = 
n iz1,2,—,n 0 0 a 
解 : 
-1 0 0 
2s 0 0 0 a, 
a 


< 1 
=(1 +> aa, 
izla 


n* 


而 当 ooz…au 20 时 可 分 只 有 一 个 因子 为 零 或 至 少 有 两 个 因子 为 零 可 得 同样 的 结果 . 


14. 计算 行列 式 
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0 
0 


1 
2cos a 


1 


0 
0 


0 
1 


2cos a 


0 
0 


fit D, = cos a, D, = cos 2a, 


于 是 猜想 D, = cos na. 


2cos x 
1 


证 明 : 对 级 数 用 第 二 数学 归纳 法 证 明 ， 
n=1 时 ,结论 成 立 . 假设 对 级 数 小 于 n 时 ,结论 成 立 . 将 n 级 行列 式 按 第 n 行 展开 ,有 


D,=2cos a: D, 1+( `1)2n-1 + 


-2cos 


15. 计算 
c a 0 0 0 
b c a 0 0 
0 b c 0 0 
D, = 
0 0 0 c a 
0 0 0 b c 
fi D, 2 cD, ., - baD, ,, Vt o, B JE xà — cx + ba 20 的 根 , 则 
NULLAEL. BC Ve -4o 
n 2 um 2 


# c! -4abz0, 则 azB, 于 是 
a" (D, -BD,) -p"' (D, -aD,) 


D, - 


D, - 


=2cos a * cos (n-1)a* ( 1)2n - 1cos (n -2)a 


=2cos a * D, , * ( 1)2n - AD,., 


=cos [(n-1)a * a] = cos na 


a -B 
易 算得 D, - BD, =a, D, - aD, = 有 ,所 以 


# c =4ab,M a - B 


D, 2^? D, + (nl)o "O7 aD.) =(£) (n+1) 


cos x 


1 
0 


0 
0 


1 


2cos a 


1 


2cos a 


1 


0 


n+ n+l 
a" -g'" _ (c + yc -4ab) - (c - Ve -4ab) 
a-p 


27*! Ve’ -4ab 
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0 
0 
0 


t3 
° 
° 
o 
g 
e 


a*cos (n-1)a -cos (n —1)acos a - sin (n -1)asina 


(三 对 角 线 行列 式 ) 


矩阵 的 研究 
1)# D, -pD,.,, 则 D, 2p" !D, 
2)# D, - pD,., + qD, .», n >2,9 天 0 ,我 们 可 以 设 
a ,BJ& 2 - px -qg=0 的 根 , 则 w+B=p ，-op=g, 于 是 有 


D, - BD, , za(D,., - pD, 4) (1) 
D, - aD, , = 有 CD - aD, ) (2) 
i wz 有 , 则 D, Ed (D, A (D, -aD,) =a" A «BB 


# a - B, D, =a" D, « (n-1)o (D; -aD,) =a" A & (n-1) B^" 
其 中 ,4,8 为 待定 系数 . 
16. 计算 行列 式 


5 6 0 - 0 0 
1 5 0 0 
D, = 0 1 5 0 
0 0 0 - 5 6 
0 0 0 1 5 


解 : 将 行列 式 按 第 n 列 展开 ,有 
D, =5D,_, -6D, ,, 
则 2,3 是 方程 组 x* + (a * B)x * a =0 的 两 根 ,从 而 有 
D. =2""'A +3""!B 
D =A+B=ca=+B 


Hs oA +BB =o +o + Ë? 8 
A= -4,B=9 
则 D, =3?11 -2", 
17. 计算 
a x X x 
y a Xx x 
D-|y y a x 
y y 7 a 
a-y x x x y x x x 
0 a X x y a Xx x 
解 :D =|0 y a x|t|y y a x 
0 y y a y y y a 
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0 0 … 0 
l a-x 0 … 0 
-(a-y)D,,*y|l y-x a-x … 0 


1 y-x y-x = a-x 
-(a-y)D,., ty(^ -x)n-1 
同 理 
D, 2(a-x)D, ,*x(a-y)'"" 
联 立 解 得 
p, = 开工- 和 和 (Ey) 
当 x=y 时 ， 
D, - (a-x)D, , *x(^ -x)n-1 
z(*-x)2D, , *2x(^ -x)n-1 


z('-x)n-2D, * (n-2)x(* -x)n-1 
. z(*-x)n-l[a *(n-1)x] 
18. 计算 行列 式 
1 2 3 ... n 
1 x+l 3 Us n 
D,-|! 2 x43 … n 
1 2 3 — xl 
解 :注意 x =1 时 ,D, =0, 所 以 ,x - 140D,. 
同 理 x -2,…,x - (n - 1) 92 D, 的 因 式 
又 x*--i 与 x 一 j(iz)) 各 不 相同 
所 以 (x -1)(x 2-2): (x-2n*1)1D, 
但 D, 的 展开 式 中 最 高 次 项 x*"” 的 系数 为 1， 
BrEA D, (x -1)(x -2)…(x -n*1) 
i :此 题 也 可 化 为 三 角形 行列 式 计算 . | 
19. 计算 | | 


1 1 ... 1 

2 2 2 

x MX x 
A= | ` 
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1 1 ... 1 1 
X X e X x 


2 2 2 ua 
D2 xp x o. X. X |= II (x; -x,) (xx) 
I «sksisn izl 


n n n 


X X e XQ OX 

4 f(z) = D ( -1)? A E f (z) 中 z 的 系数 ， 由 等 式 右 边 知 z 的 系数 是 ( -1)"! 
(£z) ` W! =) , 故 

A=( -1)'"*( -1" [fis] . <H (x _ x, ) -[c&35fi«] 。 TI. (x, %,) 


)eíxi«d 
20. 计算 


1 0 X, 0 x 0 

0 1 0 y, 0 yr 

1 0 x 0 x 0 
D=| 0 1 0 > 0 x 


1 0 x 0 ... X, 
0 1 O0 y .. 0 yr 
8: HUS 1,3, 2n -1 行 ,第 1,3,…,2n -1 列 展 开 得 


1 x, Xp l y X 
1 x ... xi! 1 y ... yr 
D= 2 2 . 2 2 = II (x, — x) (y, — Y) 
... ... ... ... ... ... ... isi«jsn 
1 X, el. xr l y, c yr 


21. 证 明 一 个 n 次 多 项 式 之 多 有 nn 个 互 异 根 . 
VERB UE f(x) =ao tax ca xh e taux 有 n+1 个 互 异 的 零点 x1 ,x2，…,xn+1, 则 有 
f(x)saj*ax;*ax + +a mr =0,1 < í < n+l1. 
Bp 
ag + Kil) ^ Xla, 十 … * xta, =0, 


2 
dg * XQ tX,0, t * x50, =0, 


2 n _ 
Qo +2X G, TX, G, + + Xr. G, =0. 


这 个 关于 ao ,a1 77,2, 的 齐 次 线性 方程 组 的 系数 行列 式 


2 n 

1 Xi xi X; 
2 n 

1 x, X5 X5 

= II (x; -xX) x0, 

: 1=;<:=n+l J 

1 2 n 

LET Xl Xn41 


因此 ao =a =&s =… =a, =0. 这 个 矛盾 表明 f(x) 至 多 有 nn 个 互 异 根 
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22. 设 a,,0,, ^ a, 是 个 两 两 互 异 的 数 . 证 明 对 任意 个 数 b, b, nb, ,存在 惟一 的 次 数 
小 于 的 多 项 式 L(x): 

LG) 2 3I 

使 得 L(a;) 2b; 1 in. 

证 明 : 从 定义 容易 看 出 L(x) 的 次 数 小 于 n, 且 ZL(a;) 9 b; si EL uFBHHE-—FEBII RT. 

É f(x) =co +tcox +c + +c, x SHE 

f(a;) =b,,1<i=n, 


BI 
cotac *020, + ar c, =b, 
Cy *d4C, tayo, 7 d; c, =b,, 
co +a, tarc a" e, =b,. 
这 个 关于 co ,c1 ,ce ，…,c,-1 的 线性 方程 组 的 系数 行列 式 
1 a, a a; 
1 a a2 a; 
: = Jl. (a, -2)70, 
l a, aj + aU 
WK cacica ruo, EE IO BAR f(x) =L(x). 
这 就 是 拉 格 朗 日 插值 公式 . 


23. W fi G0 ,f,(x) nf a G0 dEn -i 个 复 系数 多 项 式 ,满足 
+w ++ +g ax ex(x)e xU, ax"), 
MEB] f (1) 2 (1) 9 8f, 80. 


WEBB: WE XT) xx") ee xU, (x") gp(x) (1e xe +z" |) BR o = cos 7. isin 


27. AU x 0,0 oo" 代入, 可 得 


f (3) * uf (1) + qan "f, (1) =0, 
ÁAOD ce f 1) e Tf, (1) 20, 


KO to eO) ee Mp (1) =0. 
这 个 关于 廊 (1) ,fp(1),…,f,_1(1) 的 齐 次 线性 方程 组 的 系数 行列 式 


n-2 


1 Qo ““ @ 

1 "m MM w "2 
. 0, 
- - h-2 

1 "P 1 e] oC IX a-2)5 


Bb f (D) 265) 97 9f aO) 70. 
24. 2 n J& PRG (x) G0 ,大 -2z) 是 mn-1 个 复 系数 多 项 式 LR E 


- 45 。 


5E. M i5 XUE SIC 


xU zai tf GOTT) x) x s Bux), 
证 明 fi( -1) 25 ( -1) 8 2f aC - D =0. 
证 注意 到 当 n 是 奇数 时 ， 
x +l1=(x+1)(x -x +x 1)， 
可 按照 上 例 的 思路 完成 证 明 . 
25. 计算 行列 式 
1 1 ... 1 

ei(xi) gp1(%2) pi1(%,) 

D,= | e(xi) ge, (x;) Us p(x) |, 


eau) eam) c7 9,1 (x,) 
其 中 ox) =x' aux ta. 
解 :注意 到 下 面 的 等 式 : 
1 1 ... 1 
eG) @(x) c7 @(x,) 
qi) @, (x; ) "Uo @(x,) 


@,-i(x,) 9,1 (x,) Ut Qa (x) 


1 0 Q — OY1 doc 1 

a, 1 0 e 0 X, X; 08 X 
=| Ga di 1 e 0] X) oco X, 

QG, ds -1 G, 28-1 Q, 3a -1 1 xpo xy Ut x. 

即 得 
D,- II (x;-x). 

lxj«ixn 
26. 计算 行列 式 

1 1 1 


(人 
SUM  —— 


解 :直接 利用 上 例 可 得 


1 
D, 1121 (a - 1) hls (x 7 52 
27. 设 G.G, "° G, 是 正 整数 ,证 明 n 阶 行列 式 
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a, a, G, 
1 2 n-l 
G, Q0, à 
V. = 


1 a, d =+ a?! 
fiESE 1727 7-(n -2) (n - DEB. 
证 ”直接 运用 例 6、 例 7 可 得 
l a, a(a,-1) ~ ai(al - 1)(a, -2)°(a - n +2) 


1 a, a,(a,-1) `° a;(a, -1)(a; -2):- (a, -n +2) 
Doa, a(a,-1) … a,(a, - V (a, -2)-(a, 7n 42) 
(0G) 7 C 
1 2 n-1 
1 a; a a, 
amar 0) G) 7 C 
a, a, a, 
i00 6) 7 C] 
1 2 n -1 


能 被 1! 21 --(n-1)! z1"7277--(n —2) (n - 1) ES. 
28. 计算 n 阶 范 德 蒙 德行 列 式 


1 1 1 1 

1 £ g g"! 
y, = 1 g P 2(n-1)5 

1 gU! 2(n-1) (n-1»* 


解 :注意 到 a - 1 24 ELBU n Ik, RTRT 
n 0 … 0 0 


0 0 .. 0 n 
Ú=1l0 O -- n 0 | (195 a 
0 n — 0 O 
But V, = +i 8$ y By | V, | 2 n3. SOZEXCHAGE V, 的 幅 角 : 令 om cos 工 +isin Tue 
=o? , 故 
= JL. (z. -2) =L... (Ce - o) 


n 

kejg | k-j -€k-j 
= II a i( a e" € D) 
Osxj«ken-1 


; 20. (k-m 
- II a* II 2i * sir ( ) . 
0xj kn -1 0xjck&n-1 n 
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对 于 上 面 考虑 的 ) 和 有 ,总 有 0 <h-j<n, 这 意味 着 sin CD >0, 因 此 


3 


IAE 2sin -DT -nt 


0<j < sn-1 
由 此 可 设 V, = | V, | ° B, 其 中 


n(n-i) nCn-1* 
2 


k+j 。_ — 
B= JI a II i=i ? -*q 
Oxjcksn-l Oxjcken-l 


L SED: z $4) Cty De-1y 
Cn-1X 32-2 
=1 2 ; 
QCa-iX d4n-2) mn 
AXXEENCRISIVO-i 7? om. 


29. 证 明 缺 项 的 ” Br Ae fe 12 XX 


1 1 d oce 1 
1 2 32 n? 
V1 2 35 n 
1 2 3» n^ 


aree (fr) ] c2) 


证 : 按 V, 的 第 一 行 展开 行列 式 , 可 得 
2 s3 .. n° 1 3 . n° 1 2 4 . m 
2 3 p 1 3 + n° 1 2 4 天 
2 3" mw l 3" 0g l 2" 4 0g 
1.25. (n-1y 

2 … (n-1) 


+( -1)"*' 
1 2" (n-1) 
1 1 ... 1 1 ... 1 
Sl 2 000 dei itl e on 


] 2"?  (i-1)"? (i&1)?7 c m7 
i Ë (i-1)! (n-i)! 


orn cn 3) ) cet 


30. 设 有 个 常数 5b ,65,,…,b,,n 个 两 两 不 同 的 常数 a ,o a, 以 及 由 x 的 恒等式 


ELLE (y30 ESE EE 


2 -1 
l x x x" p(x) 
2 
l a a a, b, 
2 -1 = 
l a, e a, b, | 三 0 
2 n-i 
1 a, a, ° d, b, 


定义 的 一 个 多 项 式 p(x). 对 于 一 个 已 知 多 项 式 p (1) ,定义 另 一 个 多 项 式 QOO , 它 为 上 面 的 
恒等式 中 将 p(x) ,61 b, b, 分 别 代 之 以 0(x) o (5) o (b5) no Co.) BEREBE x 的 恒等式 所 
确定 . 证 明 用 多 项 式 (x - a ) (x -a:) (x 一 a,) 除 以 pg(p(x)) 所 得 的 余 式 为 QC). 

证 :由 于 阶 范 德 蒙 德 行列 式 


1 2 e n-l 
a, a a, 

2 -1 
l a, aj … a; 

= H (a, -a;) £0, 
lsjeken 

2 n-l 

1 oa, G :- a, 


按 题 设 这 里 的 行列 式 的 最 后 一 列 展开 ,可 知 p(x) 是 个 次 数 小 于 n 的 多 项 式 . 从 条 件 知 对 每 


^ a, 
l a, a; v oap p(a,) 0 0 0 - 0 p(a)-b 
1 a, a; a b, 1 a, a; a; b, 
1 a, e aj! b, [|l a ai a; b, =0, 
1 a, a? ZR a! b, l a, a? e gr! b, 


必须 p(a) -b,l =< i < n. 由 拉 格 朗 日 插值 公式 知 
pG) = EI | 


(zi xia; - aj 

同 理 可 求 出 由 恒等式 
1 x x c x5 Q(x) 
l a, a; Ut al e(b,) 


Doa, a) s ap! g(h)|-0 


l a, a, ° a, @(b,) 


所 定义 的 多 项 式 

0(z) = Xe] — 

设 p(p(x)) 2q(x) * (x-aj))(x-a;):(x -a,) *r(x) ,其 中 r(x) 的 次 数 小 于 .为 证 r(x) 
=0(x) ,只 需 证 明 1 < i < nBf,r(a) =Q(o) 即 可 .事实 上 ,对 每 个 or(a) 2e(p(a)) = @ 
(5) =0Q(a,) 是 易 见 的 ,因此 结论 成 立 . 

f(x) -fla) f(b) -f(a) 

x-—a —j b-a -ifco. 
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这 里 c €(a,b). 
特别 地 ,存在 c'E(a,5) ,使 


f) -A ) e) 3) 


证 :在 [a,b] 上 构造 函数 
l y > f 
l a a f(a) 
FO)= | xo fa)? 
1 b Ë f(b) 
则 F(Y) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,b) 内 存在 2 阶 导 数 . 因 F(a) 2 F(x) 2 F(b) =0, 由 中 值 定理 
Tff a «x, «x «x, «b, fli F'(,) 2 F'(x,) =0, 故 再 运用 一 次 中 值 定理 ,存在 c E(x1,%y) EF 


(e) =0, 即 
0 0 2 f(c) 
" _ l a d fla) _ 
F(c)= |, xo x fü) z0, 
1 b b) f(b) 
展开 行列 式 即 得 


f(x) -fla) f(b) -f(a) 
x-a —; b-a -MO. 


特别 地 , 取 x 2 57 , 则 有 相应 的 '€(a,b) ,使 上 式 成 立 , 即 


2 
a+b 
A27) a) f) - fka) 
atb ， b-a 
2 1 , 
a+b_, => (e), 
2 
化 简 即 得 


f) -2 3 ) «fo = C2 on, 


32. Vt f(x) EL a,b W ff£E n - 1 阶 导数 ,a =x, <x, <… <x, =b. 证 明 存在 c € (a,b) ,使 
B fco) — fX) 
AG 7-5) (n-1)!' 
证 在 [a,51 上 构造 函数 


1 x x + x! f(x) 

l ox cxpoce xpo f(x) 
F(x)2|1 Xj xj Ut X) f), 

l ox, x, 00 xpo f(x) 


F(z) 在 fo, 中 内 存在 -1 阶 导 数 . Bl f(x.) =f(x,) =… mf (s) =0, 反 复 利用 微分 中 值 定 
。S0 . 


ii 
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理 ,存在 c €(a,b) ,使 F'"" (e) =0, 即 


0 0 0 — 0 (n-D! ff») 
1 Xi x; T xp xL fon) 
FS “5 c) z|l x, x2 ... x) a A x) -0. 
1 x, x? ... at? xt fx,) 
按 第 一 行 展开 行列 式 得 
! 1 Xi ... xp? fn) 1 X, xl ... xr! 
EE PEEL 
1 x, ce 0 xU? f(x.) 1 x x at! 


左边 按 最 后 一 列 展开 行列 式 ,化 简 可 得 
33. i f(x) TEL a,a nh] N£ n 阶 导 数 ,这 里 >0. 证 明 存 在 a <c<a+tnh, 使 


f(a * nh) -( ye +(n-1)h) «(fao 200) --€( -1)"f(a) =h"fS"2( c). 


证 置 *,=a+ 座 ,0<i<n, 则 a =x,<x, <x, <+: <x,=a+nh. 于 是 此 题 在 本 质 上 是 上 题 的 
特殊 情形 . 
34. 设 B=(@y),xn,M 必 是 D=1B| 的 阶 子 式 ,4 是 必 的 代数 余子 式 ,D' 是 B 的 伴随 矩阵 的 
行列 式 , M" 是 D* 中 与 M 相对 应 的 子 式 , 证 明 : M^ = D'^'A 
证 明 (1) 设 村 是 8 的 前 行 前 列 交叉 处 元 素 构 成 的 子 式 ( 即 k 阶 顺序 主子 式 ) ,此 时 
A À, c A, 
A, Ap … A, 
M' = 
A, A Ai 
用 1,_, 表 示 n--&k 阶 单位 矩阵 , 令 


A P Au 
A ^ ui e MJA = M 
Ay. Aya! 
" Jy 
A, A, | 


| 
| 
| 
| 


5E T. rb AUTE DC. 


D : 
BONN EMEN 
l 
D H 人 ks+1 
i 
| k 
DM" = DA = Di ài Ut a, | zD'A. 
———^^^A^—€—^—A^A^A^—€—— 
TS k+l Gk. 1.n 
I 
0 1 
4 
' Qn k+l Ut Ow 


(让 车 Dz0, 显 然 M* = D'^!A. 

(ü)# Dz0,25 (B) <n -1,D" 的 每 个 元 素 为 0, 则 MM* = D''A; 

M r(B) 2n - 1,W] r(B" ) 21,884 

车 M` 的 阶 数 是 1, 则 M" -A,B D^ = D =I#B M* = DA. 

# M' Bap, M =0, 从 而 M* = D''A. 

(2) 若 让 是 一 般 的 子 式 ,可 以 通过 换行 换 列 化 为 (1). 当 给 D 换行 换 列 时 ,D" 发 生 同 样 的 变 
化 ,而 且 所 有 的 元 素 变 号 . 

35. 证 明 :D = |oy| ,的 代数 余子 式 之 和 等 于 


1 1 。 1 
G4 70, 05-0p G>, 7 04, 
D, = 
03, 一 QI 03 一 Qi2 Q4, 一 Qin 
Qi TA Ga 7045 Qn G|, 
HE; 因 
QI tX Gyt*x Qu tX 
n n 
Qj tX Qn +x Ca *tx|- Dx PX 
MEME zzi 
A tx d tX G, +x 
取 x=1, 则 
a, *l ap *l a, *1 Gi Gp G. 
n n 
EA = a+l a, +l1 94, +]1| -|a a d. 
EU IE elnllsBlsnlnlnle2inoe.| | oXILBl4ALBls2lIn-l 
[^ +] Gu +1 on +] Cp V) Ut [20 


对 右边 每 个 行列 式 的 第 一 行 乘 ( -1) 加 到 其 余 各 行 , 得 


a, *1 a, *l c7 a,+l 


36. 若 行列 式 的 所 有 元 素 都 加 上 同一 个 数 , 则 这 个 行列 式 所 有 元 素 的 代数 余子 式 之 和 不 变 . 


G 十 和 Qi 十 和 Qa, +X 


证 明 : 由 上 题 可 知 jas +% 05x cU G, +% 


的 代数 余子 式 之 和 等 于 
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1 1 1 
G,⁄ 一 CI 05-4, Oy, 7 Gi, non 
= > A, 
Q4 一 CI 04,705 Gs, 7 G, i=lj=1 
G, Gi Go 一 LI G, 一 Qin 


37. 车 行列 式 的 某 一 行 元 素 都 等 于 1, 则 行列 式 等 于 它 的 所 有 代数 余子 式 之 和 . 
证 不 设防 
1 1 c 1 1-1 1-1 -- 1-1 


=|a G> … O4) D, = Gl a5-1 … a,-l|z0 
G, Go Qn Qu -1 OQ -1 Gon 1 l 


但 D, -D- X XA,-0, M D= Y YA, 
38. 若 行列 式 刀 = |a, |,.。 的 每 行 元 素 的 和 及 每 列 元 素 的 和 等 于 0, 则 各 元 素 的 代数 余子 式 
都 相等 . 


证 
A,7 (1) | LLL fy fe UU Tm 
Qu €4-1 Quw+i Qu 
将 各 列 加 到 第 一 列 ,得 
A = (| 2 Gu T a T 
G, 70, OG.) Qu. Qn 


将 第 一 列 换 到 第 j 列 有 A =(-1 25 ( -1 "A, =40 
同 理 可 证 ,445 2-2, n 
类 似 地 可 证 4 的 第 一 列 各 元 素 的 代数 余子 式 A, =41, 即 4; = Aí 对 任意 的 ivy 成立 . 
39. 在 齐 次 线性 方程 组 
G, X, +G.oX, t +aG/,x, =Ü 
G4, X, t G5, t +G, X, =Ü 


Q, apXí 0, 3X3 o 9 8, aux, = Ü 


n - 1n X, 
中 ,证 
G, Qs OG, ^m IE G|, 
x= | G> G " Gy |,X; 一 一 ° 22 ol Co 
Qi? 04.13 On Qnr- 0n-13 G, in 
G G Qi-l 
Utt TALI —1)"* CQ21 9» Ut V, -1 


Cn Qui “U G,_in-1 
是 解 且 若 这 个 解 不 为 零 , 则 方程 组 的 任意 解 可 由 它 乘 以 某 数 得 到 
证 : 作 方 程 组 4X =0 ,其 中 
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Í 
| 


G) G Cin 
AT v a, 
A- ”| =0 
Q5 05; G, 
Cn -1 8,12 Ut GL In 
显然 x =Al ,x, =Al,,… x, =4,, 是 4 中 第 一 行 元 素 的 代数 余子 式 ， 因为 
VAT € Cin 
Gi € G, 
n =0, 
d» G> a, 
G,- a Cn-12 G, -ln 


我 们 有  auAs *apÁo tin tau, =0. 
另外 ,ai4 c asAg Tu +a Aí. 0,1 82,3, n, Bx xou, 是 原 方程 组 的 解 . 若 这 个 
解 不 为 零 , 则 至 少 有 一 个 %:z*0, 即 方程 组 系数 矩阵 的 秩 是 n -1, 它 的 基础 解 系 含 一 个 解 , 故 非 零 
解 xx sux, 是 它 的 基础 解 系 ,于 是 
方程 组 的 任意 解 是 kxi ,hx ，… en, ,是 任意 数 . 
40. 设 n 阶 实 和 矩阵 A = (ay) , ,证 明 : 
(Ola; |» lasl,l<i<n ,Jtj | A | £0. 
(2): a, > à la, sien MD|A| »0. 
iE: (1) 314 | =0, 则 4 的 列 向 量 线性 相关 , 故 存在 不 全 为 零 的 数 到 ,k,,… ,Ek, 使 
a, K, +ask, * o tay k, =0 
a4, k, + ay k, ay k, =0 
a, k, +aosk,+ ca, k, = 0 
Aiit |, [Re | e; | 中 最 大 的 数 , 则 1k | >0, 于 是 
| os 有 | = -apk, -nk Bp 
layE I lasll&l s 2: * laullk I&Clanl - la, DIA. 
于 是 |au |< X la, ,与 已 知 矛盾 ， | 
Ait |A | «0. 
Qj  QgX cC OX 


eran G> Ut GX]. 


Jul f(x) = |A; | 是 一 个 实 系数 多 项 式 , 当 0<x 和 1 时 ,有 
as ^E la, |Z, las] = Š |xa;; |. 

由 (1) 知 ,对 [0,1 中 的 任何 数 x 都 有 扎 x) 560, 
特别 当 x —1 时 有 |14 | 0. 

若 |4 KO» «0,X f(0) za, ` axa, 20, 

H f(x) Z 的 连续 性 知 存在 mw(0<x « 1) ,使 f(xo) 20, 
Xx 5j f(x) 40,0xxx1,7FJd- 
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第 三 章 ”线性 方程 组 与 定 阵 


$ 1 线性 方程 组 


一 、 高 斯 消 元 法 

用 初等 行 变换 化 增 广 矩 阵 成 阶梯 形 矩 阵 . 因此 , 解 线性 方程 组 可 以 通过 和 矩阵 来 进行 ,而 从 化 
成 的 阶梯 形 矩 阵 就 可 以 判别 方程 组 有 解 还 是 无 解 ,在 有 解 的 情形 , 回 到 阶梯 形 方程 组 去 解 . 

—.n 维 向 量 

1. 相等 : 如 果 n 维 向 量 

a 2 (a,,a,,7,0,) ,B 2 (5b, b, b.) 

的 对 应 分 量 都 相等 , 即 

Qa:=b,(i=1,2,.…,n). 

就 称 这 两 个 向 量 是 相等 的 , 记 作 a =p. 

2. 加 法 : 向 量 y= (a, +b ,a + 有 au +b.) 

称 为 向 量 a= (ara... a.) ,B=(5,b,,…,b,) 的 和 , 记 为 y=a+B 

零 向 量 : 分 量 全 为 零 的 向 量 (0,0,…,0) , 记 为 0; 

负 向 量 : 向 量 ( -a , -0,,…, ~a,) 称 为 向 量 a= (a ,a,,…,a,) 的 负 向 量 , 记 为 -a 

a-B=a+( -B) 

3. 数量 乘法 : 设 和 为 数 域 P 中 的 数 ,向 量 (ka ,ha,,… ka, ) 称 为 向 量 a= (a1,4,,… ,a,) 与 数 
上 的 数量 乘积 , 记 为 ka 

向 量 通常 是 写成 一 行 : 

a= (aaz，…an). 


或 写成 一 列 : 


前 者 称 为 行 向 量 , 后 者 称 为 列 向 量 . 它们 的 区 别 只 是 写法 上 的 不 同 . 

三 、 线 性 相关 性 

1. 所 谓 向 量 a 与 B 成 比例 就 是 说 有 一 数 上 使 a = 18. | 

2. 线性 组 合 :向 量 a 称 为 向 量 组 B, ,B,,…,p, 的 一 个 线性 组 合 ,如 果 有 数 域 P rhBj3X k.,.k,, 
…,k,, 使 

a-k, +k,B, + +hp,, 

其 中 五 , 包 ,……, 玉 叫做 这 个 线性 组 合 的 系数 . 
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例如 , 任 一 个 n 维 向 量 [^ = (a, | G "° ,a) 都 是 向 量 组 


él =(1,0,.…,0), 
£; =(0,1,.…,0), 
e,=(0,0,.…,1) 


的 一 个 线性 组 合 . Ella = ae *a,8; +" +a,e, 

向 量 e. ,ss,… e, 称 为 n 维 单位 向 量 . 

3. 向 量 组 的 等 价 :如 果 向 量 组 w ,as,…,a, 中 每 一 个 向 量 a;(i=1,2,…,t) 都 可 以 经 向 量 组 
Bi ,B;，…,B, 线性 表 出 ,那么 向 量 组 w Los, ,a 就 称 为 可 以 经 向 量 组 B1,B,,…,B, 线性 表 出 . 如 
果 它 们 可 以 互相 线性 表 出 ,就 称 为 等 价 . 

向 量 组 等 价 具有 以 下 性 质 :1) 反 身 性 2) 对 称 性 3) 传 递 性 

4. 向 量 组 的 线性 相关 : 

1) 如 果 向 量 组 w ,a,,… ,a,(s 宇 2) 中 有 一 个 向 量 是 可 以 由 其 余 的 向 量 的 线性 表 出 ,那么 向 
量 组 ai ,az ,…,a, 线性 相关 . 

或 : 2) 如 果 有 数 域 PP 中 不 全 为 零 的 数据 ,局 ,…,h, 使 hia + 和 as o +ha,=0 

5. &VTEJU LUE E a, +k,a, +… +ka,=0 EL DURS k = 局 =… =k, =0, 则 向量 组 0,05, 
`, x, 称 为 线性 无 关 . 

6. 极 大 线性 无 关 组 :向 量 组 的 一 个 部 分 组 ,如 果 本 身 是 线性 无 关 的 ,并 且 从 这 个 向 量 组 中 任 
意 添 一 个 向 量 (如 果 还 有 的 话 ) ,所 得 的 部 分 向 量 组 都 线性 相关 . 

定理 1 设 a,&,,…,Q, 与 Bi,B,,…,B, 是 两 个 向 量 组 . 如 果 

1) [8 REH 0,05 ,… ,Qa 可 以 经 B Bo B, 线性 表 出 ， 

2)r»s, 

那么 向 量 组 w Los, ,a 必 线 性 相关 . 

推论 1 如 果 向 量 组 al ,a ，……,o 可 以 经 向 量 组 B, ,B;,…,B,; 线性 表 出 , 且 a ,Qs,… ,a £X 
性 无 关 SEA rs. 

推论 2 任意 n+1 个 n 维 向 量 必 线性 相关 . 

推论 3 两 个 线性 无 关 的 等 价 的 向 量 组 , 必 含 有 相同 个 数 的 向 量 . 

推论 4 一 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 都 含有 相同 个 数 的 向 量 . 

例 2 在 向 量 空 间 PEx] 里 ,对 于 任意 非 负 整数 mn 

于 
线性 无 关 . 

例 3 车 向 量 组 w ,az ,as 线性 无 关 , 则 向 量 组 2a, +o, ,as +5as,4ay * 3o, 也 线性 无 关 . 

注 (1) 零 向 量 是 任意 向 量 组 的 线性 组 合 ， 

(2) 任 意 一 个 包含 零 向 量 的 向 量 组 一 定 是 线性 相关 的 . 

(3) 向 量 组 a 0, 线性 相关 就 表示 o) = ka, 或 者 os = ka, (这 两 个 式 子 不 一 定 能 同时 成 立 ). 

(4) 单 独 一 个 零 向 量 线 性 相关 ,单独 一 个 非 零 向 量 线性 无 关 . 

(5) 如 果 一 向 量 组 的 一 部 分 线性 相关 ,那么 这 个 向 量 组 就 线性 相关 . 

(6) 如 果 一 向 量 组 线性 无 关 , 那 么 它 的 任何 一 个 非 空 的 部 分 组 也 线性 无 关 . 

(7) 两 个 向 量 成 比例 充 要 条 件 是 这 两 向 量 线 性 相关 . 
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(8) Hi n "ER TE HE oe1 ,se,,…,e, 组 成 的 向 量 组 是 线性 无 关 的 . 

(9) 如 果 向 量 组 线性 无 关 , 那 么 在 每 一 个 向 量 上 添 一 个 分 量 所 得 到 的 n+1 维 的 向 量 组 也 线 
TEL. 

(10) 一 个 线性 无 关 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 就 是 这 个 向 量 组 本 身 . 

(11) 任 意 一 个 极 大 线性 无 关 组 都 与 向 量 组 本 身 等 价 . 

(12) 一 向 量 组 的 任意 两 个 极 大 线性 无 关 组 都 等 价 . 

〈13 ) 一 向 量 组 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 它 的 秩 与 它 所 含 向 量 的 个 数 相同 . 

(14) 每 一 向 量 组 都 与 它 的 极 大 线性 无 关 组 等 价 . 由 等 价 的 传递 性 可 知 ,任意 两 个 等 价 向 量 
组 的 极 大 线性 无 关 组 也 等 价 . 所 以 ,等 价 的 向 量 组 必 有 相同 的 秩 . 

(15 ) 全 部 由 零 向 量 组 成 的 向 量 组 没有 极 大 线性 无 关 组 . 规定 这 样 的 向 量 组 的 秩 为 零 . 

四 、 和 矩阵 乘积 的 行列 式 

定理 2 设 4,8B 是 数 域 P 上 的 两 个 nxn 矩阵 ,那么 

14B1 = 1411B1, 

即 和 矩阵 乘积 的 行列 式 等 于 它 的 因子 的 行列 式 的 乘积 . 

推论 1 设 4,,4,,…,4, 是 数 域 P 上 的 nxn 和 矩阵 ,于 是 

HA,A,77A, | = 1A41114,4…14,1 

注 一 nxn 算 阵 是 非 退 化 的 充 要 条 件 是 它 的 秩 等 于 nn. 

推论 2 设 4,B ESO P En xn 5BEE,ABPE AB 为 退化 的 充 要 条 件 是 4,B 中 至 少 有 一 个 是 


退化 的 
$2 线性 方程 组 与 矩阵 


线性 方程 组 : 
Qj X, 十 Qiaxz 十 + aux, mb, 
Ga X, dX, tib Gy, mb, (1) 


ee 


an Ga Cin Xi b, 

Q4 G> d, X) b, 
令 A= ,Xz- Bz 

d, do UT G, x, b, 


其 中 4 称 为 系数 矩阵 , 则 方程 组 (1) 可 以 写成 矩阵 的 乘积 AX = B. 
对 于 方程 组 (1) 引 入 向 量 : 


LI 8 a, b, 
O5 G> NE _ b, 
CI 三 G, = . ;Qn = B _ . 
G, ao a, b, 


于 是 线性 方程 组 (1) 可 以 改写 成 向 量 方程 
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X G, + XQ tx, = B. (2) 
线性 方程 组 (1) 有 解 的 充 要 条 件 为 向 量 6 可 以 表 成 向 量 组 w ,az ，,… ,a 的 线性 组 合 . 
定理 3 ”如 果 齐 次 线性 方程 组 
fax, tapx, t taux, =0, 
G, X, yx, tb 04,x, =0, 
GQ,X, *G5X; ti +G, x, =Ü 


的 系数 矩阵 行 秩 r<n ,那么 它 有 非 零 解 . 


定理 4 nxn 和 矩阵 
CiC12 Qin 
4= WIKSA 


Ga Ott, 
的 行列 式 为 零 的 充 要 条 件 是 4 的 秩 小 于 nn. 
定理 5 如果 齐 次 线性 方程 组 
dX, T G5X, + +a, x, 二 0， 
Q4 X, t yx, ti +a, x, =0, 
Qu X, T OX, t +G, x, = Ü 
的 系数 矩阵 的 行列 式 141 尖 0 ,那么 它 只 有 零 解 . 换 句 话说 ,如 果 方 程 组 有 非 零 解 ,那么 必 有 141 
EIU 
推论 ” 齐 次 线性 方程 组 
G4X, +QGiD2X2 十 … +G, x, =0, 
G, X) + G,x, t + 04,x, -0, 
Q, X, tOoX, tr +G, X, = Ü 
有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 它 的 系数 抢 阵 的 行列 式 等 于 零 . 
定理 6 ”线性 方程 组 (1) 有 解 的 充 要 条 件 为 它 的 系数 矩阵 
Ql Go ”On 


G, G> “° G>, 


A= 

G, G a 
与 增 广 矩阵 

Gn Go cU a, b, 
— la 4 ZI b 
iz 21 22 2n 2 

aG, 0, a b 
有 相同 的 秩 


B : 当 系 数 矩 阵 与 增 广 和 矩阵 的 秩 相 等 时 ,方程 组 有 解 ; 238 TP ABRIR AT T RBOB ERIS 
1 时 ,方程 组 无 解 . 

我 们 都 知道 n 元 线性 方程 组 的 解 有 三 种 情况 :唯一 解 ,无穷 解 及 无 解 ,在 上 一 章 我 们 简 绍 了 
伪 逆 矩阵 , 伪 闭 撼 阵 具有 逆 和 矩阵 的 性 质 ,下 面 我 们 就 应 用 逆 矩 阵 . 擅 逆 矩阵 对 线性 方程 组 AX = 
B 的 解 作 进一步 的 讨论 . 

有 唯一 解 的 情况 : 

当 线 性 方程 组 AX = 下 有 了 唯一 解 时 , 必 有 r(4) =r(4B) =n=m, 此 时 方程 组 的 解 是 = 
A'!B. 

当 线 性 方程 组 AX = B 有 无 穷 组 解 时 , 必 有 r(A) =r(AB) «n. 

如 线性 方程 xm 9 x, =2, 一 个 方程 , 却 有 两 个 变量 ,因此 有 无 穷 组 解 . 其 解 为 x x, 平面 上 的 
一 条 直线 上 的 所 有 点 ,但 是 要 找 一 个 到 原点 最 近 距 离 的 点 , 则 解 是 惟一 的 . 一 般 地 ,对 于 线性 方 
程 组 AX =B, 当 有 无 穷 组 解 时 ,我 们 要 找 出 最 接近 原点 的 解 , 即 最 小 范 数 解 , 则 它 是 惟一 的 . 令 这 
个 最 小 范 数 解 为 和 , 即 不 满足 以 下 条 件 ; 

AX? =B, 生 对 所 有 满足 AX -B BS X: IX II RE 1IXII ,这 表示 在 民 对 应 的 m 维 空间 中 , 不 
是 所 有 满足 AX =B 的 解 中 最 靠近 原点 的 . 

X° 的 构造 如 下 :Y=4™B=A’(44’)-…'B 

例 :给 定 线性 方程 组 AX = B, rn 


123 
E 
4 5 6 


求 此 方程 组 的 最 小 范 数 解 X 
f.X* c AU'B 2 A'(AM') 再 


1 4 
2 5 


Á -0. 5556 
10 | 
-| 1.1111 
[| 
2. 7778 
无 解 的 情况 : 
当 线 性 方程 组 AX = B 无 解 时 , 必 有 (4) ser (AB). 
如 果 方 程 组 无 解 , 我 们 希望 能 够 找到 可 以 使 范 数 114X -811 最 小 化 的 解 . 令 
JbfgoS X^, BH X° WELT ARTE: 
HAX - Bla z MAX! -BI 
这 里 蕊 不 是 传统 意义 上 的 解 ,因为 它 不 满足 代数 方程 组 AX =B, 因 此 X 被 称 为 可 使 114X 
-如 11 最 小 化 的 近似 解 , X^ 的 构造 如 下 : 
X* 2 AV B = (4'A) ! A'B 
例 : 给 定 线性 方程 组 AX = B ,其 中 
1 1 . 1 
12 x=| 4| 
X 
1 4 3 
求 此 方程 组 的 最 小 范 数 解 系 “ 


A= 
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解 : X =4%B = (44) "A'B 
1 1y' 1 
- 12412 (1 2 aJ =(0 ses) 
EP 3 


最 小 二 乘法 问题 线性 方程 组 


Qj X, tGpX, v +a x — b 0, 


Qj X, + üsX, t Fax, - b, z0, 
Q,,X, -QX, t aux, Tb, =0 
可 能 无 解 . 即 任何 一 组 数 x ,x; ,… x, 都 可 能 使 
Y (asam tag, t taux, = b.) (1) 
不 等 于 零 . PATER D a a z, 使 (1) 最 小 ,这 样 的 x ,xi，…,%; 称 为 方程 组 的 最 小 二 乘 
解 . 这 种 问题 就 叫 最 小 二 乘法 问题 . 


自 测 题 


一 填空 题 ( 每 小 题 3 分 , 共 15 分 ) 
1. 线性 方程 组 4X - b Jof, HL r(A) 23,8] r(A 1002. _. 
X; t2x,-x,2A-1 
2 若 方程 组 35-5-A-2 有 无 穷 多 解 , 则 A=_ — ^. 
Àx, -x, 2 A^ ~6A+10 
3. Vt A 是 方 阵 , 线 性 方程 组 AX = 下 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 


a 1 2 
4. 当 a = DLE 时 ,4=|2 3 1 的 秩 为 2. 
8 b 4 
i 0 0 0 
0 .. 0 0 
5. 设 |4| 关 0, 且 4 经 若 于 次 第 三 种 初等 变换 化 为 | … cn oon cn SU 
0 0 … 0 
0 0 0 


14| = . 
二 、 判 断 说 明 题 ( 先 判断 正确 与 错误 ,再 简 述 理由 . 每 小 题 5 分 , 共 20 分 ) 
Àx, tX; + À2x, = 0 
1. 齐 次 线性 方程 组 ，x + Àx; +a, =0 的 系数 矩阵 为 4, 若 存在 三 阶 和 矩阵 B 冯 0. 使 得 AB =0， 


XQ +x, + Àx, =Ü 


BJA =1,B|B|=0. 
2. 非 齐 次 线性 方程 组 AX = 有 解 , 若 其 解 不 唯一 , 则 必 有 无 穷 多 个 解 . 
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3. 设 4 是 nn 阶 方 阵 ,14|=0 E AX = 有 无 穷 多 解 的 充分 必要 条 件 . 

4. 若 齐 次 线性 方程 组 中 方程 的 个 数 小 于 未 知 量 的 个 数 , 则 方程 组 必 有 无 穷 多 解 . 

三 .计算 题 (每 小 题 15 分 , 共 45 分) 

kx, *x,4x,2k-3 

x, + kx, x, = ~2 有 唯一 解 ? 有 无 穷 多 解 ? 无 解 ? 

XQ +x, + kx, = 一 2 

(A -2)2, —3x, —2x, =0 

-% + (À -8)x, -2x, =0 有 非 零 解 ? 并 求 出 一 般 解 . 
2x, +14x + (A *3)x, 20 


1.& 取 何 值 时 ,方程 组 


2. A 取 何 值 时 , 齐 次 线性 方程 组 


3. 给 定 两 个 线性 方程 组 : 
x, +% —2x, = -6 
ole — x, — x, —x, =1 
3x, —x, —x, =3 
Xi +mx, — x, — x, = —Š5 
e nx, —x, —2x, = -11 
X4—2x, = 二 一 上 
(1) 求 (1) 的 通 解 
(2) m,n,t Bus fé , (J) 5 (T) gt? 
四 证 明 题 (每 小 题 10 2,3520 分 ) 
4x, +3x, +2x3 +8x, =b, 
1. 设 方程 组 |> +4x, X, + Tx, = b, 
X, +X, +X, + x, = b, 
证 明 此 方程 组 对 任意 实数 5, ,5b, b, 都 有 解 ,并 且 求 它 的 一 切 解 . 
Q,4,X, +G)X, +" + aux, =b, 


04,X, + 05x, t ta, x, = b, 


2 设 线性 方程 组 | em t UU 
Ga, tax + + aux, =b, 

的 系数 矩阵 4 的 秩 等 于 矩阵 
"EMI 
dg G> ct G, b, 

B=|... 

a, Go — G, b, 
b b o b 0 


的 秩 ,证 明 方 程 组 ( * ) 有 和 解 . 问 : 逆 命 题 是 否 成 立 ? 为 什么 ? 
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典型 例题 解析 


1. 4,B € P"'" , EB] r(AB) =r(B) 的 充 要 条 件 为 (4B)X=0 与 BX =0 同 解 ;其 中 
r( B) RR B BER X = (ux nu) 
WEB] : * e" 
ABX=0@ 与 BX =0@ 同 解 ， 
则 方程 四 与 @ 基 础 解 系 所 含 的 解 向 量 个 数 相等 ， 
43 kl] r(AB) zr(B) 2n-k 
“=” 
车 r(4B) -r(B) «1, 
那么 “方程 个 与 @ 所 含 的 基础 解 系 解 向 量 个 数 就 相同 ,都 为 上 -已 
而 @ 的 解 都 是 中 的 解 ， 
” 则 ”名 的 基础 解 系 也 为 DD 的 基础 解 系 ， 
A ”与 @ 同 解 . 
2. 设 4 是 mxn 实 矩阵, 证明 r(4) =r(474). 
(Bl r(A) =r(47) =r(44) =r(447)) 
证 明 : 对 于 方程 组 AX =0 (D5 A'Ax =0 @)， 
显然 中 的 解 是 @ 的 解 , 
在 @@ 式 左右 两 边 同时 左 乘 X ,得 X74"4X=0, 即 (4X) (AX) =0 
从 而 有 AX =0 ,于 是 @ 的 解 也 是 中 的 解 ， 
由 此 可 知 ,中 与 @ 同 解 . 
3. E A JJ n BrSEABRE, b = (5b,b,,…,b,)' 为 n 维 实 向 量 ,证 明 ;4'4X = Ab 必定 有 解 . 
证 明 : 因 为 r(4) =r(A'A). 
Wi r(A'A,A'b) 2 r( A'(A,b)) r(A') =r(4) =r(44)， 
X. r(A'A,A'b) zr( A'A) 
故  r(A'A,A'b) -r(A'A) 
从 而 
A'AX z A'b 必 有 解 . 
4. Wt n Er 3cABEE ALB ,C 满足 C447 = B447 ,证 明 CA = BA. 
证 明 : 因 为 r(4) =r(44 ) 
故 AX 20 与 AA" X =0 同 解 ; 或 列 =0 与 J447 =0 同 解 
H C447 = BAA! 得 (C-B)44 =0 
从 而 知 C - B Jy YAA" =0 的 解 ， 
JRBI C - B Jy YA =0 的 解 , 则 (C-8)4=0 
于 是 有 CA = BA. 
5. W^ m x n 和 矩阵 4 与 如 的 行 向 量 组 等 价 的 充 要 条 件 是 AX =0 5j BX «0 同 解 . 
WEBER “=” 
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e B. 
i 4= a2 ; B= 5 

a, B. | 
AX -0 5 BX -0 Ff (7x =o š Ax =0 st Bx =0 同 解 ， | 
ma, )x- 05 Ar -o pit, B (^ e -0 与 BX -0 同 解 ， | 
Am (5) cog [=O 


故 pB 可 以 由 a ,Qs,… ,a 线性 表 出 , a 可 以 由 Bi,B,,…,B 线性 表 出 ， 

于 是 Q, ;02 On 5 B, Bo "Bu 等 价 . 

由 此 题 进一步 得 到 ,474 的 列 向 量 组 可 以 经 AT 的 列 向 量 组 线性 表 出 ， A"B 的 列 向 量 组 可 以 
£t AT 的 列 向 量 组 线性 表 出 . 

6. t A 是 实 半 正 定 和 矩阵 ,证 明 满 足 X4X =0 的 n 维 实 向 量 的 全 体 构 成 线性 方程 组 AX =0 

的 解 空间 . 

证 明 : 若 AX=0, 显 然 有 XA4X=0 

+E AX =0 的 解 了 满足 方程 X74X «0. 

反之 , XAX-0, 

因为 4 是 半 正 定 和 矩阵, 则 习 实 矩阵 使 得 4 -B'B 

从 而 XX'AXSX'(B'B)Xz(B'X')(BX) «0 

那么 就 有 BX =0, 于 是 B'BX =0 

NE 

7. WA - (aj), b = (b, ub )' X = (y um osx) 证明 : 线性 方程 组 AX = b 相 容 当 

且 仅 当 4'X=0 的 解 都 是 5'X = 0 的 解 | 

WEB]. 设 线 性 方程 组 4X =b 相 容 , 则 存在 X, 使 AX, =b, 

Ut X, E A'X =0 的 任 一 解 , 则 A'X=0， 

而 bX, = (AX,)'X, 2 X',A'X, - 0-0, 

Bl A'X =0 的 解 都 是 5X=0 的 解 . 

反之 , 设 4'X=0 的 解 都 是 2X=0 的 解 ， 


即 4X -0 «(5j -o 同 解 ,从 而 4 与 | ,的 秩 相等 


Hl 4 与 (4,6) 的 秩 相等 ， 

从 而 线性 方程 组 AX = b 相 容 . 

8. 平面 上 三 条 不 同 的 直线 ax +by+c=0,bx+cy+a=0,cx+ay+b=0, 请 
证 明 这 三 条 直线 交 于 一 点 的 充 要 条 件 为 a +b +c =0. 


ax+by= -c a b a b -c 
证 明 : | A=|c a| A=|cec a -b 
bx+cy= -a bc b c -a 


a b -c a*b*c a+b+c —(a+b+ce8e) 
V = lc a -b= c a -b 
b c -a b € -a 
1 1 -1 1 1] -i 
=(a+b+c)|c a -bj =(a+p+c)lI0 a-c c-b 
b c -a 0 c-b b-a 


=(a+b+c)( -a - b) -ce + ab + bc *ca) 

“=” 

当 g +b+c=0 时 ,|4|=0， 

又 因 三 条 直线 名 不 相同 , 故 

r(A) =r(4) =2 

所 以 方程 组 有 唯一 解 , 即 三 条 直线 交 于 一 点 . 

“二 ”车 三 条 直线 交 于 一 点 , 则 7r(4) =r(4) =2, 从 而 

lA| 2 (a *bc)( = a° -bc +ab+bc+ca) =0, 

又 因 三 条 直线 互 不 相同 , 故 -a! -bi-c +ab+bc +cea0, 

则 由 |4|=0 得 a+b+c=0. 

注 :已 知 平面 上 三 条 不 同 直 线 的 方程 分 别 为 

li:ax +2by +3c=0 

lb:bx +2cy +3a=0 

l:cx +2ay +3b =0 

试 证 明 这 三 条 直线 交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 为 a +b+c =0 

9. B 是 非 齐 次 线性 方程 组 AX = b 的 一 个 解 ,ai ,ab …a ,是 其 导出 值 的 一 个 基础 解 系 ， 
求证 

(1)o, oan - r,BEXTEJUX ; 

(208 * o, B te; Bt o, s B 线性 无 关 . 

证 明 :(1) 假 设 a ,a,…a,.,,B 线性 相关 ， 

又 因 a, ,az…au-, 线 性 无 关 ， 

从 而 B 可 以 由 o ,aa…an -线性 表 出 , 则 有 是 导出 组 AX =0 的 解 ， 

这 与 B 为 AX =b BREF TS. 

因此 a, ,05*0,.,, B 线性 无 关 . 

(2)9 x (B+ea,) + x,(B*ta;) *- +z. (B +a...) *x,B =0 

整理 为 zial tx,0, oc +X On + (x, + + +x )B = Ü 

EIN o, 0570, B 线性 无 关 ， 

Bx ,-x,25-x,,-xX 0*xX,t4o0x,-0, 

于 是 xi =x;, = =x,.,=x, =0, 

Bl B*o,,B*0,,:: B +a, B 线 性 无 关 . 

10. 设 y, ,7 oy, 是 线性 方程 组 Ax =b(5z0) 的 任意 t 个 解 ， 

证 明 : 

(3S Er, ar n tr, 50, UE Yk =0 
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(2)hin + 有 am += + kr, 是 AX = b BORRURITEREA ER Yk, = 1. 
证 明 :(1) kr +Kk,r, oe kr, 20, DU 

A(Kk,r, t kr, + hr) = 0 

BD kn o xckAr-0, 

XB Ay;2b(bw0,Hizl2--2), 

故 kbekbec +kb=0, 

Bk, 4k, +k, =0. 

2*2" 

因为 hr e kr, + +k r, 是 Ax =b 的 解 ， 


则 有 4A(hn har, otn) =b. ATICER)B S E(ROS Ar; e buie 1,274) 
X 20, SUR Yk =1 


“=” 
A(kir, t br, o + kr.) =k Ar, + k,Ar, 6o + k.Ar, 
=k,b+k,b ++. +kb = (k. +k, + +k,)b 
ENS ki ek, e +k, Vd 
A(kr t kr, € kr) =b, 
JT] kr, + k,r, + B kr, 是 Ax = 的 解 . 
11. Ht o, ,ey…a 是 数 域 P 上 线性 空间 了 中 一 线性 无 关 的 向 量 组 ,讨论 向 量 组 
oa +oaayas TG, X. t au 的 线性 相关 性 . 
解 : 令 x (aura) von tx, (osa tou) *x, (o, +a,) =0 
整理 得 (xi 0 x,) 0, + (x, tx,)o, + 二 (zi x,)a, 70, 
由 ai ,oa e, 线性 无 关 ,那么 
x, + x, =0 
x, +x, =0 


X, + X; =0 


X, 4, +x, =0 


以 上 方程 组 的 系数 行列 式 为 | 
1 0 0 -.0 1 i 
1 1 O 0 0 | 
0 1 1 00 w | 
D- o 01=1+(-1) 
0 0 0 1 0 | 
0 0 0 -— 1 1 I 


3 n 为 奇数 时 ,D -2, Fk RH EUR ERR a. 0n, o, +a, 线性 无 关 ; 

当 为 偶数 时 ,D =0, 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 ,a + os n, o, + a 线性 相关 . 
注 :已 知 w ,aa ,as 线性 无 关 ,B， =a + ,By = + 0 ,Bs = +a, 

证 明 向 量 组 Bi B; ,Bs 线性 无 关 . 
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12. 设 向 量 组 a ,qs…a 线性 无 关 ,向 量 B 可 用 它们 线性 表示 ,向 量 B, 不 能 
用 它们 线性 表示 ,证 明 向 量 组 o ,ao…aw,AB +B,( À 为 常数 ) 线 性 无 关 . 
WEB : OUR SOCIETE 

ka, t ka, t tk, a, FE(AB; * B;) =0， 

Wil k -0,2:9 AB, «B; = - Pa, - 0, 一 一 Pre, 

Ij B, 可 以 由 o, ,oa a. 线性 表 出 , 故 34,l,，…,4 使 

Bi =ha, tha, t +I, 

由 由、 四 得 

B; =| -Ah -XJe *( - Ah - Jas t +Í 一 AL -je 

这 与 B, 不 能 由 a ,as ,… ,a 线性 表 出 矛盾 ， 

于 是 ka ko, t+ +k o, =0, 

因 a ,0; ,… ,a 线性 无 关 ， 

所 以 后 =k, ze =k. =0， 

综合 可 得 9t ,0577* 0t, ,ApB + B; 线性 无 关 . 

注 : 常 见 题 型 为 =1 

13. E A € P""" n m 7, 是 线性 方程 组 AX = 0 的 基础 解 系 ， 
B=(m ,n `" ) ,证明 : 如 果 4C =0 那 么 存在 唯一 的 矩阵 也 使 
C - BD. (ip C € P9). 

证 明 : 存 在 性 

令 C= (€, 037.6) , 

AC -4(C,,C,,::,C,) 2 (AC,,AC,,7,4C,) = (0,0,--0) , 

T AC, =0 (i21,2--t) fj qmm, - E AX =0 的 基础 解 系 ,那么 
C, 可 以 由 m m m, PR PER h S 


di 
C;-djg *dym t td, , im m ma 
d, i 
从 而 
di d, di 
d d "T d ， 
C - (C, C177, 6) =( 7A s 72,760) B B NN 7 -BD 
d -r,l d, . 2 d -rt 
唯一 性 


假设 还 有 DEP" "nm*', 使 C=BD, 又 C=BD 

则 BD = BD,Bll B( D, - D) =0. 

D, - D 的 列 向 量 是 以 B 为 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方程 组 BX =0 的 解 ， 
而 B 是 列 满 秩 , 于 是 BX =0 只 有 零 解 , 即 

D, -D=0, 
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Ami D,-D. 

14. 设 向 量 组 a, ,as ,Qa,(m 宕 2) 中 a 550, EB] GILT TERIS B; = w * ka, k, , 问 量 组 B, 
=o, tka,,B, 2a, tha, ,Bn miu a tk, uo, 线性 无 关 的 充 要 

条 件 为 05 a, 线性 无 关 . 

证 明 :… 一 ” | 

对 任意 的 B, = o; + hqnk ， Bi,k,-1，,…B。_! 线 性 无 关 ， 

则 当 取 所 = 后 =… =B。; =0 时 ,得 aa ,an 线性 无 关 ， 

车 a ,oy，,… ,a 线性 相关 , 则 a 可 以 由 05,05 ，… ,a 线性 表 出 ， 


即 存在 C, ,Ca n x (n -m) ,使 Cn = Y Ga, 
由 于 aa0 ,所 以 CC ,C，1 不 全 为 零 ， 


不 妨 设 C, #0, 则 当 取向 = - ul n mk a =0 8, 


1 f . 
B. = - C;a; + G;a, += +C, 10, 4), By =a B... mouse 
i 


从 而 B, ,上 -1，…B。 -1 线性 相关 矛盾 ， 

BX w ,az，…,an 线性 无 关 ， 

“=” 

7É o, ,aa 7,0, 线性 无 关 , 设 LB eb, +… +I B, =0, 

代入 Bp. = G; +k,a ,有 

lio, tho + +L uou + (Ub thks 6L, uk, )o, =0 

由 于 Q4 ,05 ,Om 线性 无 关 ， 

所 以 l zl, Lee za zl, + Lk, te +L, ki =0 

Bp B, B, B, ERE 

15. i$ m x n 阶 矩 阵 4 的 秩 为 m,n x (n - m) r4BIE B HERD n m, X. AB =0, 
a 是 满足 Ao =0 的 一 个 n 维 向 量 ,证 明 存在 唯一 的 一 个 nm 维 列 向 量 6, 使 
a = BB. 

HEB]: B= (Bi,B,,…B,.,) 

Hi AB=0 知 ,B,,B,,…B,。 是 齐 次 线性 方程 组 AX =0 的 解 

X r(B) = -m Wil B,,B, ,--B,., EETEJCA,, 

再 由 r(4) 2 m, All B,,B, ,--B, PE AX =0 的 一 个 基础 解 系 ， 

J: AX =0 的 解 ,那么 


a zx,B, +x,B, c +x VD, 
x, 
x; 
Bp a = (B, ,也 B...) 
Mn -mm 


X1 


取 B=| ^ RB 即 为 满足 a=B8 的 n-m 维 列 向 量 
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NEL JG oL ds 


y 
(唯一 性 ) 若 存在 y, 使 a =By,y = n 

Yn-m 
Ha-BB,a-By ,得 B(B-r)-0 


从 而 

(x, - y) By +(x, -y1) B4 t + (x, 7 Y, s) B, =0 
H B81,B,,…B,_, 线 性 无 关 , 知 

x, YI ZX, Jy, = 93,0. yan =0, 


于 是 7 =B. 


16. E A i m x n 5EBE,b =(b,b,,…b,)' 是 m 维 列 向 量 ,证 明 下 述 命题 相互 等 价 : 


(1) 线 性 方程 组 Ax = 有 解 ; 
(2) 齐 次 方程 组 A'x =0 BTE— 1 (x, :X2 SUE! 必 满 足 xib x, + +x,b, =0 


(3) 线 性 方程 组 [jx - NELLE 0 是 n 维 列 向 量 


证 明 :(1) 一 (2) 即 为 7 mi. 
Ax = 有 解 , 则 设 x 为 其 一 个 解 , 即 有 Ax =b, 
从 而 好 47 = b. 
4 X, 2 (3,2, 0x,) XJ AIx =0 的 任 一 解 ,就 有 4'x, =0 
由 x74 zb 18 xL AI x, S bI)x,, 
BRE Ix, 2x4 (43) =0 , 
BD x,b, *x,b, oe xb, =0. 
(2)2(3) 
Paikuna sa at 
而 由 (2) 知 47x =0 的 任 一 解 必 满足 请 x = 0, 
因此 以 上 线性 方程 组 无 解 . 
(3)=(1) 
0 
1 


ME Joc 


A" AT 0 
r <r , 
(o) i 


A" 0 A" 
JB (i. MELDE 
A' 0 Ar 0 r 
而 Ju J^ r(A ) *1 


于 是 [5]; (74)) 


aaa aaa a u 
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即 r(A) =r(A,b) 
所 以 线性 方程 组 Ax = 上 有 解 . 
(3) 一 (1) 的 等 价 命题 (证 明 : 线 性 方程 组 Ax = 无 解 当 且 仅 当 
存在 向 量 C, 使 C4 -0,C'b 21). 
Xi +X, 十 +X, =Ü 
x, + + +x* =0 
17. 证 明 . 只 有 零 解 
X) +XI ++ +z, =Ü 
证 明 :( 对 n 用 数学 归纳 法 ) 
l. 当 n=1 时 ,结论 成 立 
2. 假设 结论 对 «n 的 情况 成 立 , 下 面 看 n 的 情形 : 
假设 齐 次 方程 组 的 解 x, 9W2 Nn BEA anus, 中 两 两 互 异 的 全 体 
为 x4 oux BUCHT ECC RID Ls en 
BERE +k,+- +k =n | 
因此 所 给 方程 组 可 写 为 
Era + k,zə + 二 0 


2 2 2 
koxatkx,-cxkx,-0 


kx tkt + kx, = 0 


WEN TAAMEK k, k, 的 齐 次 线性 方程 组 , 它 前 上 个 方程 组 成 的 


方程 组 的 系数 行列 式 为 
X; X5 ttt Xi 1 1 TP 1 
X; Xp X. Xi Xp Xi 
—XqXpt'UX, #0 
i-l 上 一 上 -1 
Xa Xp cU X, Xu o Xp 0 Xs 


由 克 莱 姆 法 则 ,前 个 方程 组 成 的 方程 组 只 有 有 零 解 ， 
BUE, 2k, - =k,=0, 这 显然 矛盾 

所 以 在 ,xs，… ,x 中 必 有 一 个 为 0. 

AU x, =0, 于 是 所 给 方程 组 变 为 

Xi +X) +" +X, =Ü 


2 2 
XV +X) + +X), = 0 


Xi +X2+ xn. =Ü 
考虑 它 前 = -1 个 方程 组 成 的 方程 组 ,由 归纳 假设 有 x =z = … =x 1， 
即 所 给 方程 组 只 有 和 零 解 . 
18. 设 /(x) ,g(x) 是 域 玉 上 的 多 项 式 且 (FLx) ,g(x)) =1M 3 F EB n 阶 矩 阵 ,A =f(M),B 
=z(M) ,证 明 : 方 程 组 4BX =0 的 任意 解 可 表 成 47 =0 的 解 与 BX =0 解 的 和 的 形式 . 
WEBER (f(x) ,g(x)) =1 , 故 存在 u(x) 使 u(x)f(x) +v(x)g(x) =1. 
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于 是 u(M)/(M) +o (M)eg(M) EL, B 

u(M)A*v(M)BsI H 

AB = BA,A,B 与 M IFME— Win 8 , E rH Lo ER Tu kB s. 

令 vo 为 4BX =0 的 解 , 则 由 以 上 等 式 知 ,Xo Su( M)AX, -v( M) BX, Fi & Su( M)AX, m v 
(M) BX,, 则 可 验证 和 分别 是 4X=0 和 BX=0 的 解 。 

19. 设 n 阶 实 矩阵 4,B,C ,满足 CAA' = BAA' , iEH]: CA = BA 

证 明 : 前 面 已 证 明 A'X 20 5 AA'X -0 同 解 , 即 YA 20 5 YAA' =0 同 解 . 

由 C44' = B44' ,有 (C-B) .44' =0, 故 

CB 的 行 向 量 也 是 YA =0 的 解 ， 

于 是 

(C - B)A =0 HJ CA = BA. 

20. t A,B,C J& —^ n BrZT EE ,证 明 : 若 r(4) -rCBA) , 则 r(4C) =r( BAC). 

证 因为 "4) =r(B4) , BOT ERR (BA) X =0 Ej AX =0 同 解 ， 

显然 方程 组 (A4C)X =0 的 解 是 (84C)X =0 的 解 . 反之 ， 

3: X R-( BAC) X =0 的 解 . 令 CX = , 则 (B84)X =0, 故 

X, 也 是 方程 组 AX =0 的 解 , 即 AX, =0, 也 就 是 (4C)X =0， 

所 以 (BAC)X=0 与 (4C)X =0 同 解 ， 

从 而 r(4C) =r( BAG). 

21. E ETE TE EIC k > n 使 n 阶 方 阵 4 有 4:=0, 证 明 A" 20. 

证 ”我们 证 明 对 任意 的 mn 有 r(4") =r(A"). 因为 4 =0, 显 然 0 过 r(4 )«r( A) x 
r(4) <n -1n+l 个 矩阵 的 秩 取 值 在 [0,m-1] 中 ， 

BUDE k' sk sn,fii r(AU) =r(4*""), 因 而 

Ji 48 AUX =0 Ej AF" X «0 同 解 ,于 是 

A**' X x0 5 A* "X =0 同 解 ， 

依次 类 推 我 们 有 ， 

r(A) zr( AF?) 2 r( AF?) =... 2 r( AT) BEA r( A") 2r( A!) = 2 r( AT) 5, 

从 而 r(4") =0, 即 4"=0. 
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第 四 意 o UON t; M: EE 


§1 二 次 型 


1. 二 次 型 ; 设 P 是 一 个 数 域 ,一 个 系数 在 数 域 P 中 的 x,… ,x 的 二 次 齐 次 多 项 式 
fn iz. x.) =anxi +G x, tt aux X, | 


2 RET 
tG4X, + G, X,X, t + G,,X,X, ( 1 ) 


2 
+G, X,X, + O,oXUX, bt +G,,x, 


= Z anis, (aj 2a, ,i «j) (2) 
= X'AX, (3) 


称 为 数 域 P 上 的 一 个 元 二 次 型 
其 中 ， | 


G, Go 7 G, 
n RE T s ee 
2. 线性 替换 : 设 x ,… ,xu,;y，…,y。 是 两 组 文字 ,系数 在 数 域 P 中 的 一 组 关系 式 
XI muy) 二 Cay2z 十 十 Cnyn， B | 
usc c | e) 
x, —Cay +c, qu 十 Cunyn 
称 为 由 Xi. NY 到 Yit yn 的 一 个 线性 替换 . 
如 果 系数 行列 式 |c; | 960 ,那么 线性 替换 (2) 就 称 为 非 退 化 的 . 非 退 化 线性 替换 把 二 次 型 变 
成 二 次 型 . 


令 
Ch €» Cin y: 
C2 €» Cn y2 

C = ,了 = 
Cul Co e Cun Xa. 


于 是 线性 替换 (4) 可 以 写成 


Xi CH C2 €i, M Y 
*)| jn “2 C2n | Y2 
SM Cu Cm c Yn 
或 者 
X = CY. 
fU 9 z.) = X'AX,A =4 是 一 个 二 次 型 , 作 非 退化 线性 蔡 换 
X-2CY i 


f 358I—^ yy y, 的 二 次 型 YBY, 则 
f(x, x), x.) = X'AX = (CY) A(CCY) = Y'C'ACY ` 
zY'(C'AC)Y -Y'BY. 

矩阵 C'AC 也 是 对 称 的 ,由 此 即 得 

B -C'AC. 

这 是 前 后 两 个 二 次 型 的 矩阵 的 关系 。 

3. 合同 : 数 域 P 上 两 个 n 阶 和 矩阵 A,B 称 为 合同 的 ,如 果 有 数 域 P 上 可 道 的 n x n BRE C, 
使 得 

B = C'AC. 

合同 具有 :1) 自 反 性 2) 对 称 性 3) 传递 性 

4. 正定 ( 半 正 定 ) 二 次 型 : 实 二 次 型 f(x x ,…,%, ) 如 果 对 于 任意 一 组 不 全 为 零 的 实数 e, 
€) 77,6, 都 有 所 cc ,77,0,) 2000,05 ,77,0,) z0). 

注 (1) 二 次 型 和 它 的 矩阵 是 相互 唯一 决定 的 . 

(2) 在 变换 二 次 型 时 ,总 是 要 求 所 作 的 线性 替换 是 非 退 化 的 ， 

定理 1 数 域 P 上 任意 一 个 二 次 型 都 可 以 经 过 非 化 线性 替换 变 成 平方 和 dixt + dx2 + … + 
d x; BE X, REOS f ,x,，… z, ) 的 标准 形 . 

定理 2 在 数 域 P 上 ,任意 一 个 对 称 矩 阵 都 合同 于 一 对 角 和 矩阵 . 

定理 3 ”对 于 二 次 型 f(xi ,x,，,…,%,) 2x "hx, 总 有 正 交 变换 = PY 将 化 为 标准 形 

f =A tA t AS, 

其 中 ,As,…,A, 是 f 的 矩阵 4 的 特征 值 . 

注 ”化 标准 型 的 三 种 方法 :配方 法 .合同 变 换 法 、 正 交 变 换 法 . 

定理 4 任 一 复数 的 对 称 和 矩阵 4 合同 于 一 个 形式 为 

1 


0 
的 对 角 和 矩阵 . 其 中 ,1 的 个 数 为 4 的 秩 . 
推论 kusikusqa 它们 的 秩 相等 


z +2 + ` +Z -Z. (z, 
.72 . x 
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就 称 为 实 二 次 型 x 和，…x) 的 规范 形 . 显然 规范 形 完 全 被 r,p 这 两 个 数 所 决定 . 

定理 5 (惯性 定理 ) 实 二 次 型 的 标准 形 中 系数 为 正 的 平方 项 的 个 数 是 唯一 的 , 它 等 于 正 惯 
性 指数 ,而 系数 为 负 的 平方 项 的 个 数 就 等 于 负 惯 性 指数 . 

任 一 实 对 称 和 矩阵 4 都 合同 于 一 个 下 述 形式 的 对 角 和 矩阵 
I 0 0 


0 0 0 

其 中 对 角 线 上 1 的 个 数 p 及 -1 的 个 数 r-p(r 等 于 4 的 秩 ) 都 是 唯一 确定 的 ,分 别称 为 4 
的 正 、 负 惯性 指数 ,它们 的 差 2p — r 称 为 4 的 符号 差 . . 

定理 6 实 二 次 型 

so Ma 
是 正定 的 当 且 仅 当 4d; 20,1 21,2, 

定理 7 非 进化 实 线性 替换 保持 正定 性 不 变 

定理 8 实数 域 上 二 次 型 f(x xz . x, ) 是 正定 的 性 它 的 正 惯性 指数 等 于 n. 

定理 9 ”实数 域 上 二 次 型 帮 % ,x，,… x) 是 正定 的 属 其 规范 形 为 


2.2 2 
yí +) t +, 


$2 — 83 SOBRE 
1. 正定 矩阵 ; 实 对 称 矩 阵 4 称 为 正定 的 ,如 果 二 次 型 X'AX 正定 . 
2. 顺序 主子 式 : 
CU G, ”05 
p,- d, 0; o G; (i21,2,-,n) 
Ga ap c j 


称 为 矩阵 4 = (a, ) ,, ÉSUT SET X. 
定理 10 ”两 个 二 次 型 六 4X = X'BX 相等 的 充 要 条 件 是 它们 的 矩阵 相等 


定理 11 实 二 次 型 
fst) = X Ea = X'AX 
是 正定 的 所 矩阵 4 的 顺序 主子 式 全 大 于 零 
推论 ”正定 矩阵 的 行列 式 大 于 零 . 
定理 12 ”二 次 型 X'4X IFEA 与 单位 矩阵 上 合同 . 
定理 13 ”二 次 型 X4X 正定 多 了 可 逆 和 矩阵 已 ,使 得 4 = P' P. 
定理 14 二 次 型 X'4X 正定 <*4 的 特征 值 都 大 于 零 . 
定理 15 4,8 是 正定 矩阵 , 则 
1)4+8B ,4 也 正定 ; 
2) 当 4B= 列 时 ,4B 也 正定 ; 
3) it A 是非 奇 异 对 称 和 矩阵 , 则 也 是 正定 矩阵 . 
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定理 16 对 于 实 二 次 型 f(x usurum) =X'4X, 其 中 4 是 实 对 称 的 ,下 列 条 件 等 价 : 
1)fCs ,%，,…,%,) 是 半 正 定 的 ; 
2) 它 的 正 惯性 指数 与 秩 相等 ; 
YE ES] DA 
d, 


C'AC = 


R'Bd,z20,:-1,2 

4) 有 实 和 矩阵 C 使 

AzC'C 

5)A 的 所 有 主子 式 皆 大 于 或 等 于 零 

注 在 5) 中 , 仅 有 顺序 主子 式 大 于 或 等 于 零 是 不 能 保证 半 正 定性 的 . 比如 


0 0 i 
fen) = -Rem) JC] 
就 是 一 个 反例 


自 - 测 


一 填空 题 (第 小 题 3 分 , 共 15 分 ) 
L. 二 次 型 Ka n.) = (4,22) ( ML 
2. 实数 域 上 3 阶 对 称 矩 阵 按 合同 关系 可 分 为 类 . 
3. 两 个 n 元 实 二 次 型 等 价 的 充分 必要 条 件 是 

4. 4 iEES 

€ 

e 

5. 某 四 元 二 次 型 有 标准 形 2? - 3⁄2 + 52 +4 , 则 其 典范 形 为 
二 ,判断 说 明 题 ( 先 判 断 正确 与 错误 ,再 简 述 理由 , 每 小 题 5 分 , 共 20 分 ) 
Ln 元 实 二 次 型 f(x inen) mx Ax 的 符号 差 与 秩 有 相同 的 奇偶 性 
2. n 阶 实 对 称 矩 阵 4 若 满足 l41 >0, 则 4 正定 . 

3. 4 为 n 阶 复 对 称 矩 阵 , 则 4 与 -4 合同 


设 4,8 分 别 是 m,n 阶 正定 矩阵 , 则 | 0 也 是 正定 矩阵 


三 、 计 算 题 (每 小 题 15 分 , 共 45 分 ) 
1. 用 可 逆 线 性 替换 将 二 次 型 f( x, ,xs ,%3 ) = XX, + X1X3 + X3X3 化 为 标准 形 . 写 出 所 用 的 线性 
变换 及 变换 矩阵 ,并 求 出 了 的 正 惯性 指数 与 符号 差 . 
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1 O 1 
0 2 "| 和 矩阵 B= (kI - A)! 其 中 大 为 实数 ,7 为 单位 和 矩阵. 求 对 角 和 矩阵 A, 使 B 与 
10 1 I 
A 相似 ,并 求 为 何 值 时 ,B 为 正定 矩阵 . 

3. Bg LAO f(x, 5X) X4) 22x, + 3%2 + 3x3 *2ax,x,(a >0) 通 过 正 交 变 换 化 为 标准 形 f=xi 
+2y2 € 5X5 , 3 a 的 值 及 所 作 的 正 交 变换 . 

四 .证 明 题 ( 第 小 题 10 分 , 共 20 分 ) 

1. A 为 实 对 称 和 矩阵 ,8 ADSEBRIEXE XR EE ,证 明 : 存 在 可 着 矩阵 了, 使 了 47 为 对 角形 ,六 BT = l. 


2. 设 4= 


2. 设 4 为 实 对 称 和 矩阵 , 且 4 -34? +54 -31=0 
(1) 求 4 的 特征 值 ; 
(2) 证 明 A 为 正定 和 矩阵. 
典 例 解 析 
1. 求实 二 次 型 
fn vum) =2 DES -2(x,x, xx, t + Xa LX E XXL) | 
的 正 惯性 指数 , 负 惯 性 指数 ,符号 差 及 秩 . | 
BE Un x nux) = (x, -1x,) + (x; -2) 十 -=,)° * (x, -X,4) 70 | 
故 f 使 半 正 定 的 , 副 惯 性 指数 为 零 ,从 而 (4) n -1(4 为 二 次 型 的 矩阵 ) 
2 -1 0 … 0 一 1 
-1 2 -1 … 0 0 
-1 2 ... 0 0 
4= M M N `. ; M 
0 0 0 - 2 -1 
-1 0 0 -j 2 
A FUB n — 1 £7, Bl n — 1 PUTA n -1 BET XU n, Bl r(A) zn -1 
所 以 可 知 r(4) 2n-1 
TE f BETRPETEOS n -1, 符 号 差 为 n - 1. 


2. |t n 阶 实 方 阵 如 下 , 试 求 的 取 值 范围 ,使 4 为 正定 矩阵 


b+8 3 3 … 3 

3 b 1 … 1 

4=| 3 ] b += 1] 
3 1 1 - b 


解 :考虑 4 B k BERUF SET XD, ,k=1,2,…,n 
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1 3 1 | 1 
b+8 3 3 3 
0 b+8 3 3 3 
3 b 1 1 
0 3 b 1 1 
D, = 3 1 b 1 = = 
. . 0 3 1 b l 
3 1 1 b MEN 
0 3 1 1. - b 
1 3 1 1 1 b-1 3 1 1 1 
-3 b-1 0 0 0 -3 b-1 0 0 0 
-1 b-1 0 0[|0 0 b-1 O0 0 
-1 0 1 b-1 0 || O 0 0 b-1 0 
-1 0 0 0  b-1 0 0 0 0 c b-l 


z(brk46)(b-1)*! 

Qk 为 奇数 > -7 且 b 不 为 1,D;>0 

(Ck 为 偶数 , 即 b>1 或 5< —-k-1 

综合 (DD@, 当 4 >1 时 4 为 正定 矩阵 . 

3. 求 一 个 正 交 变换 下 = PY, 化 二 次 型 | 


2 2 2 
f2x-x,-2x,-4xx,tÁ4x x, + 8x,x, 


为 标准 形 . . 
1 -2 2 x 

解 ;二 次 型 的 矩阵 4=| -2 -2 4 | | 

2 4 -2 | 

1-A -2 2 | 

特征 多 项 式 |4 -AE|=| -2 -2-A 4 |=-(A+7)(A-2)’, | 

2 4 — -2-A | 


A 的 特征 值 A; = 77,3; = À, 22. [ 
当 ) = -7 时 , 解 方程 组 (4 +7E)x =0, 由 f x 


8 -2 2) [1 0 — 
-2 5 4Plo 1 1 
2 4 5) lo o O 


1 
2 

-2 
3 A, =A =2 时 , 解 方程 组 (4 - 2E) x =0, 由 


-1 -2 24/12 -2 
-2 -4 4 0 0 0 
2 4 -4) \0 0 0 


-2 2 
得 基础 解 系 E, | 1 IE 4 


A-7E- 


得 基础 解 系 &, = 


1 
,单位 化 即 得 p, 4| 2 | 
-2 


A-2Ec- 


(££ 不 正 交 ) 
0 1 
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-2 
将 所 ,名 正 交 化 , 令 B; | | 


-2 2 
y i 人 = B; - 1 - 
3⁄# p, Bs 单位 化 , 邻 P: T B i 4 ' E zn 


1 -2 2 
3 45 sd5 
2 1 4 

正 交 变换 x = 3 /5 345 5 
-2 5 | 
3 0 3 


标准 形 f--7yj 32yj *2y,*. 

4. 已 知 二 次 型 f= + ax) + X +2bx x; 2x xs +2x,x, 经 过 正 交 变 换 化 成 了 标准 形 f=y, + 
4y，”, KR a,b 的 值 和 正 交 和 矩阵 P. 

解 了 的 矩阵 4 及 标准 形 的 矩阵 A 分 别 为 
1 b 1 0 
b a 1 
1 1 1 
由 题 设 条 件 , 有 
P'|''AP=P'AP= A 
由 于 4 相似 于 对 角 和 矩阵 A, 故 4 的 特征 值 为 
à, 20,4, 21,4, =4. 
由 特征 值 的 性 质 (1) ,有 
l+a+1=0+1+4 


A= ,人 = 1 


Jj a=3 
将 A, =0 代入 特征 方程 da (A - AE) =0, 得 
1 b 1 
b a 1|=-(b-1) = 
1 1 1 
故 b-l. 
1 1 1 
于 是 4=|1 3 ] 
1 11 


对 于 特征 值 A, 20, 解 方程 组 (4 -0E) =0, 得 基础 解 系 


T 
&-(,0,-1) , 
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把 志 单位 化 ,得 对 应 于 和 A =0 的 单位 特征 向 量 
-l(1,0,-1). 
5 


p- 
42 
类 似 可 解 得 对 应 于 特征 值 A; =1 的 单位 特征 向 量 
P2 RO -1,) , 
对 应 于 特征 值 A =4 的 单位 特征 向 量 
1 了 . 
=—(1,2 . 
Ps r3 , ,1) 
1 1 1 
2 43 6 
1 2 
PUE BESRR BS IEASABIACAN p = (pi ,p;,p;) = 0 EN /6 
M-A 1 l 
2 43 46 
将 用 正 交 变换 化 二 次 型 /为 标准 形 的 步骤 归纳 如 下 : 
1) 写 出 f 的 矩阵 A; 
2) 出 一 个 正 交 和 矩阵 P; ` 


3) 写 出 正 交 变换 七 = PY; 

4) 写 出 标准 形 F= A yi Aust FAY A1, 2,，…,n) 是 4 的 特征 值 . 
5. AJ n 阶 半 正 定 和 矩阵 ,证 明 |4 +E|>1 

证 明 :4 为 二 阶 半 正定 矩阵 , 则 的 特征 值 都 大 于 等 于 零 


À, 
À 
于 是 存在 n 阶 可 道 矩 阵 了 使 7- 47 = 2 
À, 
KB A,20 而 关 0, 故 A; 至 少 有 一 个 大 于 0, 从 而 
Ai *1 
lA-E| = |T(A- E)T| = AH 
À,*1 


-(A, *1)(A; t1): (A, +1) 51 
练习 :4 为 n BF F2ESERE,UEBH | A 2E | 2" 


6. A,B 是 正定 和 矩阵, 证明 |4+B|>|14|1+1B| 
证 明 ;4 JE IERE RB EE , WEE n] fk B, P 使 P'AP = E,P'BP 正定 ,从 而 存在 正 交 和 矩阵 上 U 使 


À) 


À 
UP'APU = E ,UP'BPU = ? 
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其 中 A 和 1 ,A2,… 从。 >0 
4 PU=0, 则 Q@ 可逆, 且 


lo"||4«2li0oi s 19740 «Q"BQI = 


BB [A «B | Ert £A) (1 £A): (1 A,) 
H«1I»5«2»uAlA«B|»|A| + |B| 


7. 设 4 是 半 正 定 和 矩阵 ,8 是 正定 矩阵 ,证 明 |4 +B > B| 


证 明 :因为 8 是 正定 矩阵 ,4 JE SCXEPR B PE, DU fF E T EB EE P 使 P'BP = 
À, 
À; 
其 中 A,>0 且 不 全 为 零 
À, 
JW B= (P P U, 
À, 
Tx -1 À; -1 
4=(P7) P 
À, 
那么 |4 +B|= 
Ai 
À; 
(PT) -1 pP! + (PT) -1P-1 
À, 
À, 
À, | 
=|1(P") | +E||P`'| 
À, 
Ài 
À; ， 
=|(P) | €*E||P^'| 
À, 


z|B|i(1-A))(1Aa,)--(192,) 
由 于 其 中 入 , B A,20RACNE AE IA BIS |B| 
8. 4 为 n 阶 正 实 对 称 矩 阵 ,5 为 实 反 对 称 矩阵 ,证 明 |4+S| >0. 
证 明 : 先 证 明 |4 +S|=0 
假设 14+S| =0, 则 齐 次 线性 方程 组 (4 + S) X =0 有 非 零 解 
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4 X, 是 一 非 零 解 , 即 (4 € S) X, =0 则 
0=XI(A +S)X,  XJAX, + Xo SX, 
S 为 实 反 对 称 和 矩阵 , 则 X65X。 =0 从 而 
XoAX。 =0 这 与 4 为 正定 矩阵 矛盾 
故 |4+S|z#0 , 
作 和 ;上 的 连续 函数 fx) = |4 xS] 
Va, € 及 ,xoS 仍 是 实 反对 称 和 矩阵 ,从 而 
f(x a) #0,f(0) = |A| >0 
如 果 f1) = |4+5|<0, 则 3cE(0 1) 使 Fe) 20 3X V f(x, ) 0 与 矛盾 
所 以 Fl1) = 4+3S| >0 
9. B Jj n 阶 可 逆 实 反对 称 和 矩阵 ,证 明 : 
(1)18| >0 
(2)Q(x) = |AE -B|, 证 明 对 任意 的 实数 5,0(b) >0 ` 
(3)4 为 n 阶 实 正定 矩阵 , 则 |4+B|>0 
证 明 :(1) ,B=8 则 |B|=|-B8|=( -1)"|8B| 
B] B np, [B] 60, Afi ( -1)" 2 1, BD n 为 偶数 , 记 n =21 
X IN B Jy np sc RUPERIBEE , EECREGE 2639 A. QC) 的 特征 根 为 纯 虚 数 
再 Q(x) 是 实 系数 多 项 式 , 从 而 特征 根 是 成 对 的 ,不 妨 
CA bii, tbi, bui KP b € R, B lAE-B| =0， 
于 是 对 B 3 fn BOB EE P 使 得 
bi 


0 bi 
从 而 [B| =66…b; >0 
(2)Q@(0) 2| -pB|=( -1)*|B| =|B|] >0 
显然 对 任意 实 c,Q(c) 0 
假设 3c 使 0(co) <0, 而 0(x) 是 和 A 的 nn 次 多 项 式 是 连续 隔 数 ， 
Jj Ja fi Q(a) =0 矛 盾 , 故 VY 实数 b,0(b) >0 
(3) 见 8 题 . 
10. 4,B 都 是 正定 的 ,证 明 ， 
(1) 方 程 |1AE - B| =0 的 根 都 大 于 零 . 
(2) | AE - B| =0 的 所 有 根 等 于 1c>4 = B. 
证 明 :(1)4 正定 , 则 存在 可 逆 抢 阵 C, 使 C 4C = E 
B 正定 ,那么 C BC 也 正定 (与 正定 矩阵 合同 的 矩阵 仍 正定 ) 
JA Te TEIEACABPE Q 使 


Q'C'BCcQ | "uL | 
AM 
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其 中 入 ;为 CBC 的 特征 值 , A; >0,(i=1,2,…,n) 


H.Q'C'ACQ =E 

4 CQ = P , WJ 

|P"|lAE - BÍ | P| = |P'AAP - P'BP| 
A-AÀ 


= |AE- P'BP| = 


A -A, 
2(A-A0 (2 -Aa)):-(A 2A.) 

由 |P "||IAE -BIIP|=0 ,得 |AA- Bl =0 

Wi laA-E|-0 ,也 知 |P'|lAE-B||Pl 0 

(BllaA-B| =0 4B os|P"L AE- BI IP] =0 

JA A,,A5,7,A, 是 |AE - B| =0 的 大 于 零 的 根 ， 

(2) & |AE - B| =0 的 所 有 根 为 1eoA =A =… 2A, 71 

eP'AP - E,P'BP - EcSA - B 

11. 4 为 m 阶 半 正定 矩阵 ,8 为 m x n 实 距 阵 , 证 明 B'AB 为 正定 矩阵 充 要 条 件 

为 BB 的 秩 为 nn 

WEBB: 一 ” 

A,B'AB 分 别 为 m 阶 ,n 阶 正定 矩阵 

假设 r(B) «n -1, 则 齐 次 线性 方程 组 BY =0 有 非 零 解 

^U Y, = (y, às y) ( Y, 0) WE BY, =0 

考虑 nn 元 二 次 型 YY(B'4B)Y 

gro ya y, -Y;(B'AB)Y, z(BY,)'A(BY,) z0 

这 与 B'AB 为 n 元 正定 矩阵 矛盾 

i r(B) zn-1 

"n 

对 于 Vn 维 非 零 列 向 量 Y, 

gC Yo) - YI (B'AB)Y, = ( BY,)'ACBY,) 

B r(B) =n, V Y, #0 Jil] X, = BY, x0 

因为 4 正定 , 则 &( 了 0) >0 从 而 8”4B 正定 

12. 设 4 是 n 阶 实 对 称 正定 矩阵 ,求证 :存在 唯一 的 实 对 称 正定 矩阵 B, 使 得 4 = p° 

证 明 :4 为 实 对 称 正定 矩阵 ,那么 存在 正 交 和 矩阵 0 使 


Ài 
ed . | 
À, 


其 中 ， A;>0,(i=1,2,…,n) 
从 而 


A "VN 
ZI "uL | : 
A - 
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Vn 


Job B= Q OF 


"n 
唯一 性 :假设 还 有 实 对 称 和 矩阵 B, f# A= B: = B° 

B! 是 实 对 称 和 矩阵 , 令 B'£ = 2, £ 0 

那么 (AE € B)£ -0, A (AE € B C /AE - B)£ =0 
而 VAE +B 是 正定 矩阵 ,于 是 (VAE - B)£ 20,£70 
这 就 是 说 ,若是 BP 的 属于 特征 值 A 的 特征 向 量 
那么 是 8 的 属于 特征 值 的 特征 向 量 

VA 


于 是 Q'BQ.- , 同 理 


JA. 
Vn" 
Q'B,Q 三 


故 B = Dp, , 即 唯一 性 成 立 . 

13.4, 互 都 是 对 称 和 矩阵 , 且 4 正定 , 则 存在 可 道 矩阵 尸 使 ,P 4P = E,P'BP 为 对 角 和 矩阵 
证 明 :4 是 正定 矩阵 , 则 存在 可 逆 矩 阵 C 使 得 C'AC = E, 

而 8 是 实 对 称 和 矩阵 , 则 C7BC 仍 为 实 对 称 和 矩阵 ie B, 


Ai 
对 于 B, #Ef#E IE 26 3EBE Q 使 oae-| ^. | 
A, 


Ali 
即 Q'C'BCQ | ^ 为 B 的 特征 值 
À, 
而 Q'C'ACQ-E 
. x 
toco MP Purse ^" | 
À 


E :A1,42,77,A, 是 B, 的 特征 值 ,未 必 是 B 的 特征 值 . 

用 二 次 型 的 语言 描述 此 题 , 即 为 ; 

一 个 正定 二 次 型 和 一 个 二 次 型 可 用 同一 个 线性 变换 ,将 正定 二 次 型 化 为 规范 解 , 而 将 另 一 
个 二 次 型 化 为 标准 型 . 

14. 证 明 

(1) 若 4 Jg n] SEA E, D] ATA 是 正定 矩阵 

(2) zi A 为 实 对 称 正定 矩阵 ,证 明 存 在 另 一 个 非 零 实 数 S 使 得 矩阵 L. + SA 是 正定 矩阵 . 

证 明 :(1) 令 XX 是 实数 域 上 的 nn 维 非 零 列 向 量 
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Ei A 可逆 , 知 48 关 0, 所 以 

fn vo x,) 2X' (AAT) X » (A'X)' (A'X) >0 
所 以 44 是 正定 矩阵 f 

(2) A 的 n 个 特征 值 为 A SA. S< SA, 
如 果 A 宇 0, 令 5=1, 则 了 +54 是 正定 矩阵 
AR A, 0, S= -1,W I, € SA 是 正定 矩阵 


AR A, «0,4, 20,9 -1-»8» -二 , 则 I. + SA 是 正定 矩阵 
1 n 


注 : A,20,A4 是 半 正 定 和 矩阵 , 则 |1, +54| > L |, A 1, + SA 的 各 阶 顺 序 主子 式 都 大 于 0. 

15. 设 A 是 可 道 实 和 矩阵 ,证 明 A 可 分 解 为 一 个 正定 矩阵 与 一 个 正 交 和 矩阵 之 积 , 且 表示 法 是 唯 
一 的 。 

证 法 1 4 是 实 可 逆 算 阵 , 则 A474 =? 是 正定 矩阵 (由 上 题 ) 

4 Q-AS "WI A = QS 

ii 00 2 AS"! (S)'A" ZA (S 'A" 2A (47A) AT 2 AM! (A7) "4T «E 

ik Q AIEASABEE,S 为 正定 矩阵 ,满足 4= QS 

证 法 2: 证 明 44' 是 正定 矩阵 ,因为 (44')' = AA' ,是 对 称 和 矩阵 ， 

XHEEREIS X 60 ,X'AA'X = (A'X)'A'X — | A'X 0, 故 44' 是 正定 矩阵 ， 

由 上 题 知 存在 正定 矩阵 下 ,使 44' = B^, 

&#T=B`'A, '=(B `'A'=A'B ITU = 有 -44'B U = 有 BDI =I, À = BT. 

下 证 唯一 性 . 者 存在 正定 阵 B, 和 正 交 阵 T, PË A= B.T, , MJ AA' = B,TLT,B', 由 上 题 知 B = 
B,,FJ& T, = B''A = B`'A = T. 

16. 设 4 Jg n x m SERBER, Dll] 4'4 ,44' 都 是 半 正 定 矩 阵 . 

证 明 :;4'4 是 实 对 称 矩 阵 , V X € R" & U- AX, Wi] U R m ZESCIS EE U = (u, u5 us)! 

X'(A'A)X Z (X'A') (AX) =U'U=u «ul e +u? 2m0 
A'A 是 半 正 定 矩 阵 , 同 理 可 证 AA' JEE IE XE RB EI. 

17. 设 4 是 n 级 正定 矩阵 , 则 >0 时 ,4 ,kA,A* , A" 都 是 正定 矩阵 . 

WEB] H-T A 正定 ,存在 可 逆 和 矩阵 C ,使 C4C = E, 

nCUIAU (C)! SE, Ami A 为 正定 和 矩阵 . 

VOZXCR',XAX»0,-. X'(kA) X >0(k >0) 

^. kA 正定 

又 4 正定 ,|4| >0 ,A" IEE,A" = lAÍA" EXE 

|4* = |A|* «0, 4* 对 称 

MP m =2k BF ,A" = A* = ( A*)'EA* , uii A" 正定. 

M4 m =2k+1 时, A" 2 A**! = (A*)'A(4) 

所 以 4” 与 4 合同 ,因而 4” 正定 . 

18. t A 是 阶 实 对 称 和 矩阵 ,b 为 n 维 实 向 量 ,证 明 4 - bb! >0 的 充 要 条 件 为 4>0 DAT 
b<1, 其 中 表示 4 的 转 置 

证 阴 :“<=” 

因为 4>0 及 b "4AT'b<l 
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E, -byA b, E, Oy ;jA-b' 0 E, OA bE, -A'b 
o Jur Jr J^ 0 i) ban Jr i 1 | 


(A - bb 0 
-| 0 1- iacu] 


是 正定 的 ,从 而 | |] 正定 ,再 由 前 半 式 知人 — -bb 1 正定 ,于 是 4 如 正定 
“—” 
A b 
因为 VA 7b 正定 ,那么 由 前 半 式 可 知 | ,, |] 正 定 ,从 而 4 是 正定 的 


那么 由 后 半 式 可 知 六 4- b «1 

注 :4>0, 指 4 为 正定 矩阵 , 同 理 4 — bb 7! >0,b'A b «1 X38 A — bb^,1 —b7A^ b 也 为 正定 
和 矩阵 

此 题 思路 :与 正定 矩阵 合同 的 矩阵 仍 为 正定 矩阵 。 

19. 4 为 n 阶 正定 矩阵 ,B 为 二 阶 正 实 对 称 和 矩阵 ,证明 AB 的 特征 值 都 是 实数 

证 明 :4 正定 , 则 正定 矩阵 6 使 4=62, 那 么 AB = C2B 

而 G^ (GC B)G = GBG = G'BG 

因 B 是 实 对 称 矩 阵 , 则 G'BG t E ScHERAB EE 

从 而 AB = G2B 有 相似 于 实 对 称 和 矩阵 

故 48 的 特征 值 都 是 实数 

注 :4,B 都 为 正定 矩阵 ,结论 更 成 立 。 

20. (1) 证 明正 定 实 对 称 和 矩阵 的 主 对 角 元 素 全 为 正 数 

(2) 若 4 及 4-B4B 都 是 正定 实 对 称 和 矩阵 ,A 是 B FEE SEHR. 证 明 |x| «1 

证 明 :(1) 设 4=(a;), 为 正定 矩阵 

4 D=P(1,i)AP(1,i) ,由 4 正定 , 知 D 正定 

那么 D 的 左上 角 元 素 为 a; >0,i=1,2,…,n 

(2) & B£ - A£,A ER,tz0, 那 么 EB = A£" 

HA - B'AB 正定 , 知 

£' (A - B'AB)£ - £A£ - £ B'ABE - £ Ag - A £'A£ = (1 - AT)" A£ 50 

H A 正定 知 ,于 是 4E >0 , 则 1 -A 20, Aüilxl«1. 

21. 车 nn 阶 方 阵 A 的 顺序 主子 式 不 为 零 , 证 明 存 在 可 道 的 下 三 角 阵 B 与 可 逆 的 上 三 角 阵 C, 
使 4=BC。 

WEBB: 对 4 的 阶 数 a 用 数字 归纳 法 。 

令 4= (ga;) ,n=1, 显 然 , 设 结 论 n -1 阶 方 阵 成 立 ,证 明 它 对 n 阶 方 阵 也 成 立 . 

设 


Qn 


Á, X Q5, 
4=| a Jep x= : ,Y 2(8,,0,5,7,0, 4). 


Cn dn 
m. 


H 4 的 顺序 主子 式 不 为 零 知 |4, ,| 关 0 且 它 的 顺序 主子 式 不 为 零 ,由 归纳 法 4, .1 = B.C, ,其 
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. 中 B,,C, 分 别 是 可 道 的 下 三 角 阵 与 可 道 的 上 三 角 阵 ,而 
La 0 A X Lu X 
m" |f Y Jl 0 中 


JB ba, - YA X BASS (AL 14,.11 .5, 所 以 6x0, 而 


A, X, BC Xy |B, OC, B;'X 
P" ^l 0 Jl Jo b J: 


+E 
` Lj, OB, OC, Bj'X 
A= =B : G, 
m" Jo Jt 5 J 
其 中 
L, 0 L. 0 
[8 J 902 0 
-YA;, 1/0 1/1YA;, 0 1 
u C, Bj'X 
是 可 逆 下 三 角 阵 ,而 C= " NI 角 阵 . 
22. 证 明 实 二 次 型 f(x) = "M fri Eb X ER | (x) | 2 1 时 的 最 大 值 , 即 为 实 对 称 和 矩阵 A 
的 最 大 特征 值 . 
证 有 明 :4 是 实 对 称 和 矩阵 , 则 3 1E AZAR EE Q 使 
Ai 
À; 
Q040 = 0o40 = . GEB AL SA, S SA, 
À, 
对 二 次 型 所 xz) FEIE2EZRPEBHÉ X 2 QY, B | (x) | 21, Bn X'X=1 
那么 
_ yT X'AX .- Y'Q'AQY _ À YA + A2y2 + PA 
f) X AX pn Y'Q'QY yY 
ài fA + ` MAS AA 
y t> + 二 T 
4 Y, 2 (0,--,0,1) , W £F£E X, = QY, fi f( xo) = 一 À, 
即 结论 成 立 . 


23. 若 4 是 正定 矩阵 , 则 存在 唯一 的 正定 矩阵 了 ,使 4= 记 ,和 且 任意 与 4 可 换 的 矩阵 也 与 B 可 


Ai 


A, = . , H.A,00,151,2,77,n 
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ZÀ, 

Jj BL -2A,,XASTA,T! - TET = (TB T ')2, TB T ' - B,WIA- B^, 

设 式 是 一 个 与 4 可 换 的 矩阵 , 则 XA = AX,BI XTA,T^! TAT X, THE T^ XTA, =A,T XT, 
4 X, =T''XT,JH| X, 5 A, HIER E X, Si B, 可 换 , 即 7 XT T^ B,T-T^BUTT- XT JUR XB 
= BX ,于 是 我 们 只 要 证 明 任意 与 B, 可 换 的 矩阵 也 与 B 可 换 即 可 。 不 妨 设 

À L, J|Aih 
A, = Mh . , Bl B, = Ash , 
A,L, VAL, 

Bt X, 是 任 一 与 4, 可 换 的 矩阵 目 X, = (XX),i=1,2,…,s,j, =1,2,"…,s 

XA, zA,X,, BI A.X; =XAj, 于 是 (A; AD X; =0, 若 A; 关 A;, 于 是 XX; =0， 

即 


Xj 
X, = X, 
X, 
显然 ,BIX, -X,B,. 
设 D =4,D 是 正定 矩阵 , 故 4 与 D uj BI D, = T^ DT 5 A, 可 换 ,由 此 知 
D, . 
D 
D, - um B ELA, 
D 


, D; = 了 . T 


| 
由 于 D; AURI " 2A; EIS mA; X ny 20r, m A, 


"a 
jp; 


;= AD. = Bi, 故 D=B 即 4 的 分 解 是 唯一 的 
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第 五 章 ATEUMPSAER 


$ 1 线性 空间 


一 、 线 性 空间 

常见 到 的 线性 空间 : 数 域 P 上 一 元 多 项 式 环 构成 的 线性 空间 P[ x ] ;如果 只 考虑 其 中 次 数 小 
于 的 多 项 式 , 再 添上 零 多 项 式 构成 的 线性 空间 P [x], a ola qu iu 
as ;B8OR P ËJ m xn 矩阵 构成 的 线性 空间 pen, 其 常用 基 为 Ej i2 1,2, mj- 1,2, ni 
域 P 的 n 阶 矩阵 构成 的 线性 空间 P7" ik Esij=1,2, ,nsn 元 数组 构成 的 线性 空间 
P" ,其 常用 基 为 单位 向 量 ;= (0,0,- 17:0),/21,2,7 n TR. 

注 一 个 集合 是 否 构成 线性 空间 与 所 规定 的 加 法 、 数量 乘法 有 关 . 

例如 ,R* , 按 普通 数 的 加 法 与 与 乘法 运算 就 不 构成 线性 空间 ,但 若 规定 加 法 与 数 乘 运算 为 : 
m ? 则 构成 线性 空间 . 

1. dE LE n HEUTE IB] V Pn 个 线性 无 关 的 向 量 el ,se,,… 6, 称 为 V 的 一 组 基 . 

2. 向 量 的 坐标 : 设 a 是 了 中 任 一 向 量 ,于 是 el ,es,…,evya 线性 相关 ,因此 a 可 以 被 基 e, , 
£25,7',€, 线性 表 出 

Q =G, o MAC . 

其 中 系数 w ,as ,… ,a, 是 被 向 量 a 和 基 el ,se,,…,s。 唯一 确定 的 ,这 组 数 就 称 为 a 在 基 e, ， 
GE 下 的 下 标语 为 (2 ,03,77,0,). 

3. 子 空间 : 如 果 线 性 空间 了 WEE 多 对 于 了 两 种 运算 是 封闭 的 ,那么 WW 就 是 一 个 
子 空间 , 且 dim Ws dim V. f "E 

4. 生成 子 空 间 : 设 a ,as , ,a, 是 线性 空间 了 中 一 组 向 量 ,这 组 向 量 所 有 可 能 的 线性 组 合 

ka, + k,a, + + ka, 

所 成 的 子 空间 叫做 由 ara... a. 生成 的 子 空间 102 L(a,,a,, a). 

5. 值 域 : 设 4 是 线性 空间 了 的 一 个 线性 变换 ,4 的 全 体 像 组 成 的 集合 称 为 4 的 值 域 ,用 AV 
表示 ,AV = (A£l£ € V1,AV 的 维 数 称 为 4 的 秩 . 

6. 核 :所 有 被 4 变 成 零 向 量 的 向 量 组 成 的 集合 称 为 4 的 核 , 用 4” 1(0) 表 示 ， 

A' = (£IA£ =0,é € VLA" 的 维 数 称 为 4 的 零度 ， : 

7. 特征 子 空间 V. : 4 的 属于 A 的 全 部 特征 向 量 再 添上 零 向 量 所 成 的 集合 

V,, = {oalAo bp e v; 

8. 不 变 子 空间 : 设 4 是 数 域 P 上 线性 空间 VV 的 线性 变换 ,WW 是 VV 的 一 个 子 空间 . Bn V £ € 
W,# A£ € Wah W J: A 的 不 变 子 空间 ,简称 4 - 子 空间 . 

HEC) V, 2 Lo ,a5 ,77,0,) ,Va LGB Bo B) Vy +V, LC oos ]i 1: B.) 
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BH V, +V, BISEJ o, 05,77 ,0,, Bi. Bo B, 的 极 大 线性 无 关 组 

(2) 设 aa mo JE W E]— £28 3E , SUR. W -L(o,,05 ,77,0,). 

(3) 线 性 变换 的 值 域 与 核 都 是 了 的 子 空间 . | 

(4)A - 子 空间 的 和 与 交还 是 4- 子 空间 ， 

(5)4 的 属于 特征 值 Me 的 一 个 特征 子 空间 V, 3e A 的 一 不 变 子 空间 . 

(6) 任 一 线性 空间 都 是 数 乘 变换 的 不 变 子 空间 . 

(7) 线 性 变换 4 与 B 可 交换 , 则 4 的 核 与 值 域 是 B 的 不 变 子 空间 ; B 的 核 与 值 域 是 4 的 不 
变 子 空间 . 

(8) 线 性 变换 4 与 可 交换 , 则 4 的 特征 子 空间 V, = ta € Vi Aa s Aa] BE B 的 特征 子 空 
间 , 并 且 是 B 不 变 子 空间 . 

(9)# W J&XTEHESR 4 与 8 的 不 变 子 空间 , 则 它 也 4 + 8,48 是 的 不 变 子 空间 ;对 任 一 多 项 
f(x) ,W 也 是 f(4) 的 不 变 子 空间 . 

(10)4 是 对 称 变换 ,路 是 4 -- 子 空间 , 则 Vr' 也 是 4 - 子 空间 . 

定理 1 数 域 已 上 线性 空间 了 的 一 个 非 空 子 集 克 是 V 的 一 个 子 空 间 夕 Ve,5EF,a;,8E 
下 ,都 有 aa 458 € W. 

定理 2 USHER T = z IBS TEE HERE PUT 8k ER HR. 2)L(a, ,o,, 
o, ) 的 维 数 等 于 向 量 组 a ,a ,… o, 的 秩 . 

定理 3 "VV, 是 线性 空间 V 的 两 个 子 空间 ,那么 它们 的 交 玉 志和 V+ 也 是 V 
的 子 空间 . 

定理 4 设 4 是 n 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ,s,se,,…,z, 是 V 的 一 组 基 , 在 这 组 基 下 4 的 
和 矩阵 是 4, 则 

1) A 的 值 域 AV 是 由 基 像 组 生成 的 子 空间 , 即 

AV z L(Ae; ,Ae,,… ,Ae,) 

2) A 的 秩 = A 的 秩 . 

3) AV 的 一 组 基 的 原 像 及 4- 的 一 组 基 合 起 来 就 是 了 的 一 组 基 , 且 

4 的 秩 +4 BERE =n 

推论 对 于 有 限 维 线性 空间 的 线性 变换 , 它 是 单 射 的 充 要 条 件 是 它 是 满 射 

lE 子 空间 4V 与 4 的 维 数 之 和 为 n, 但 是 4V+4-!' 并 不 一 定 是 整个 空间 ,AV+4-! = Ve AV 
nA! = (0). 

定理 5 V oV, 是 直 和 的 充 要 条 件 是 ， 

(1)a * à; =0,a € Vi(i 1,2) EUR TE o; 全 为 零 时 才 成 立 . 

(2) V, nV, = {0} 

(3) &( W) - HECV,) + HECV,. | 

定理 6 V.,V,,--,V, 是 线性 空间 了 的 一 些 子 空间 ,下 面 这 些 条 件 是 等 价 的 ; i 

I) W- XV f E | 

2) 零 向 量 的 表 法 唯一 ; | 

3)Vin EV, 2 006 21,2, 75,5); | 

4)#Ë( W) = ZZV,). 

定理 7 设 线性 变换 4 的 特征 多 项 式 为 (A) , 它 可 分 解 成 一 次 因 式 的 乘积 

JO) 2(A A.) (4 A)? (A -A)” 
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则 了 可 分 解 成 不 变 子 空间 的 直 和 

V-V, VO: ev, 

定理 8 如 果子 空间 六,V,,… V, 两 两 正 交 ,那么 和 V, + V, eoe V, 是 直 和 . 

定理 9 THR V, E VB — ALTA, JB A.V, 在 同 构 歇 射 "下 的 象 集合 

c(V;)) - te(a)la € Vi) 

是 ol(V) 的 子 空间 ,并 且 V, 与 ol(V ) 维 数 相同 . 

定理 10 数 域 P 上 两 个 有 限 维 线性 空间 同 构 的 充 要 条 件 是 它们 有 相同 的 维 数 . 

二 、 欧 氏 空 间 

1. 欧 氏 空间 : 设 了 是 实数 域 尺 上 一 个 向 量 空间 ,在 了 上 定义 了 一 个 二 元 实 函 数 , 称 为 内 积 ， 
记 作 (a,8) , 它 具 有 以 下 性 质 : 

1)(a,B) = (B,a); 

2) (ka,B) zk(a,B); 

3) (a *B.y) 2 (a,y) * CB); 

4) (a,a) 20,24 H [X24 20 BF, (a,a) =0 

这 里 a,B,y 是 V 任 意 的 向 量 ,k JEEERE ORC, CREER PES [8] V. 

2. 长 度 : 非 负 实数 v(a,a) 称 为 向 量 a 的 长 度 , 记 为 |al. 

3. 夹 角 : 非 零 向 量 a ,8 的 夹 角 «a, B > 规定 为 

4. 距离 ;长 度 |a -B| 称 为 向 量 a 和 局 的 距离 3029 d(o,8) 

距离 的 三 条 性 质 : 

5. 正 交 : 如 果 向 量 ,68 的 内 积 为 零 , 即 (a,B) =0, 那 么 a,p 称 为 正 交 或 垂直 , 记 为 a1B， 

6. 正 交 组 : 欧 氏 空间 V 的 一 组 非 零 的 向 量 ,如 果 它 们 两 两 正 交 . 

7. 标准 正 交 基 ; 在 n HEBKIK AS [a] ri , H n 个 向 量 组 成 的 正 交 组 称 为 正 交 基 ; 由 单位 向 量 组 成 
的 正 交 基 称 为 标准 正 交 基 . | 

8. 正 交 变换 : 欧 氏 空间 了 的 线性 变换 4 如 果 保 持 向 量 的 内 积 不 变 , 即 对 任意 的 a,B € V, #B 
有 (Aha,4B) = (a,B). f 

9. VV: 欧 氏 空 间 V 中 两 个 子 空间 和 VV ,如果 对 于 任意 的 a € V, ,8 € V, , IE (o,8) = 
0, 则 称 V, ,V, 为 正 交 的 . 

10. 对 称 变换 : 4 是 实 对 称 和 矩阵 , 欧 氏 空间 V 的 线性 变换 4 车 对 任意 

Qa,B ER", 有 (Aa,B) =(a,48) 或 B (04a) = a AB. 

柯 西 - 布 涅 柯 夫 斯 基 不 等 式 即 对 于 任意 的 向 量 a,B 有 

|(a,8) I«lallgl 

当 且 仅 当 0,8 线性 相关 时 ,等 式 才 成 立 . 

三 角形 不 等 式 

la+tBls la] gl. 

勾 股 定理 当 a,pB 正 交 时 ， 

ja+B = lal + |8 °. 

推广 如 果 向 量 两 o ,a,,… ,a 两 两 正 交 ,那么 

layta, += ta, Slo + |a, lol. 

it: (1) 对 同一 个 线性 空间 可 以 引入 不 同 的 内 积 , 合 得 它 作成 欧 几 里 得 空 5 [R]. 

(2) 具 有 四 条 性 质 的 二 元 实 函 数 称 为 内 积 ;反之 ,已 知 内 积 就 必然 具备 四 条 性 质 . 
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(3) 只 有 零 向 量 才 与 自己 正 交 ;与 任意 向 量 正 交 的 向 量 为 霍 向 量 ， 
(4) 由 单个 非 零 向 量 所 成 的 向 量 组 也 是 正 交 向 量 组 . 
(5) 正 交 向 量 组 是 线性 无 关 的 . 因此 ,在 维 欧 氏 空 间 中 ,两 两 正 交 的 非 零 向 量 不 能 超过 
n +. 
(6) 在 标准 正 交 基 下 ,向量 的 坐标 可 以 通过 内 积 表示 , 即 
a - (&,,a)ei t Ces,a)e; + + (e,,a)e, 
(7) 在 标准 正 交 基 下 , 设 
Q —-X,£,*X48, 十 … + X,8, 
B=ye, ty t 0 YE. 
那么 (o,B) yi toys ton +x,y, m XY. 
(8) 35& V, LV, ,3F E. V, + V, = V. EB] 页, 太 互 为 正 交 补 ,每 一 个 子 空间 的 正 交 补 唯一 . 
定理 11 对 于 n 维 欧 氏 空间 中 任意 一 组 基 s,se,,… ,a,, 都 可 以 找到 一 组 标准 正 交 基 m 
Th + ` Th, ,使 . 
L(2ei,22,77,6)) =L(m 7m) 671,2, 7,n. 
E L(e,,61,7,5) 2L nm» m).i =1,2,…,n 就 相当 于 由 基 6,66, 到 基 m, 
757m, 的 过 渡 矩 阵 是 上 三 角形 的 . 


2 线性 空间 与 矩阵 


1. 过 渡 和 矩阵 : 设 e 656, 与 e" g, g, 是 nn 维 线性 空间 V 中 两 组 基 , 它 们 的 关系 是 
&', 3046, taxe, + FOE, 
e", =ape, *456, *  *G58,, 
e", -0,€6; t45,6, + FO, E, 
即 
Gí G, CU G, 
Ga a> Ut 05 


(6, ,£3,77,8.) = (sl 220) 


Ga Go " . 


Gu 9, Ut Gu 
称 为 由 基 6.66 l6 ,ea',,…,2', 的 过 渡 矩 阵 , 它 是 可 逆 的 ; 由 基 e .e ，…e 到 
&j,6£y,77,6, 的 过 渡 和 矩阵 即 为 4 
2 度量 矩阵 :在 ” 维 欧 氏 空间 了 中 取 一 组 基 el ,ss ，…,sn, 对 于 了 中 任意 两 个 向 量 


Q =%1IB1 tX,8), + tX,8,,P - yy8i t 65 +“ * Y.8,, 
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(a,8) = Y day; 


zX'AY, 

其 中 
X, y 
x. 

x=| 2 Lys? 
x, Yn 


分 别 是 o ,B 的 坐标 ,而 矩阵 4 = ( w ) 。 称 为 基 1 ,e,,…,s, 的 度量 和 矩阵. 
3. 正 交 矩阵 : 满足 4'4 = 的 n 阶 实数 矩阵 4. 
_ 4 本 矩阵 :对 级 复 矩 阵 4, 用 4 表示 以 4 的 元 素 的 共 胰 复数 作 元 素 的 矩阵 . 如 4 满足 4'4 = A 
A'z E. 
5. 埃 尔 米 特 ( Hermite) 和 矩阵; 如 复 和 矩阵 4 满足 4' = A. 
注 :(1) 正 交 和 矩阵 的 逆 和 矩阵 仍 为 正 交 和 矩阵 ; 正 交 矩阵 的 伴随 矩阵 是 正 交 和 矩阵 . 正 交 和 矩阵 的 行 
列 式 为 1 或 -1. 
(2) 度量 矩 阵 是 正定 矩阵 ,一 组 基 为 标准 正 交 基 的 充 要 条 件 是 它 的 度量 矩阵 为 (3) 对 称 变换 
在 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 实 对 称 和 矩阵. 
研究 线性 空间 是 通过 基 来 研究 的 ,一 个 线性 空间 的 基 有 许多 组 ,而 基 与 基 的 之 间 的 关系 是 
通过 和 矩阵 来 体现 的 ,因此 研究 线性 空间 的 性 质 仍然 离 不 开 基 . 尤其 由 所 有 n 阶 方 阵 构成 的 线性 
空间 更 是 如 此 : | 
我 们 知道 ,全 体 对 称 和 矩阵 构成 子 空间 ,其 常见 基 为 ELE, +E, 81,2, ni <j; | 
全 体 反 对 称 矩 阵 构成 一 子 空间 Het LAE E, - E, i <j. 
定理 12 设 4 是 维 欧 氏 空间 的 一 个 线性 变换 ,于 是 下 面 四 个 命题 是 相互 等 价 的 : | 
1)4 是 正 交 变换 ; 
2)4 保持 向 量 的 长 度 不 变 , 即 对 于 a EV,1Aa| = lal; | 
3) 如 果 el ,e, ,…，,e, 是 标准 正 交 基 , 那 么 4 61, A 65,0 4 e 也 是 标准 正 交 基 ; 
4)A 在 任 一 组 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 正 交 和 矩阵 . 
注 :(1) 正 交 变 换 的 乘积 与 正 交 变 换 的 道 变 换 还 是 正 交 变 换 . 
1 


(2) 在 标准 正 交 基 下 , IF2F2F48 53 IF EAR BON IZ 

(3) IE X23838 RS BUS E 3285 PE EAE BE: tB, Re TE Sed p. 

(4) 正 交 变换 的 行列 式 等 于 + 1 或 -1. 行列 式 等 于 +1 的 正 交 和 矩阵 通常 称 为 旋转 ,或 者 称 为 
第 一 类 的 ;行列 式 等 于 -1 的 正 交 变换 称 为 第 二 类 的 . | 

定理 13， 设 向 量 上 在 两 组 基 6.666.656, 下 的 坐标 分 别 是 (zi ,zz，…xn) 与 | 
(x^, x" sx) Ml 


x Gá Go CC Gr, X, 
, 

X2 G, G a X5 
, ... 

x n G, G, Ou X, 


定理 14 ”线性 空间 P" Je HOVEERIE EET JUR f. z T8] CO 2A BOSHIOB PE FI B) T se |. 
定理 15 设 4,B 分 别 是 数 域 P 上 的 m 阶 与 阶 方 阵 , 则 矩阵 方程 AX = XB WIRES m x n B 
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阵 ,并 且 此 和 矩阵 方程 的 全 体 解 构成 一 个 线性 空间 . Ep A, B 的 特征 多 项 式 互 素 , 那 么 此 线性 空间 为 
零 空 间 , 即 方程 组 只 有 零 解 . 


自 测 题 


一 、 填 空 题 (每 小 题 4 分, 共 20 分 ) 

1. RR FALTA ) 不 是 R° 的 子 空间 . 

A.w = [(x,,x,,3,) € R^ Ix, 1] 

B.w,-z1(x,,x,,3,) € R' Ix, x0] 

C.w, = |(x,,x,,3,) € R° |x, 2x, = xs | 

D.w,- QJICHON x,) € R° Ix, 2x, — xs ] 

2. o 为 欧 氏 空 间 了 的 线性 变换 , 则 o 为 正 交 变换 当 且 仅 当 ; 为 对 称 变 
换 当 且 仅 当 m 

3. it a, 2 (0, - 1,1) ac, 1, -2),8-ka, * o, "B 5j a, 正 交 , 则 和 = 

4.4,B 为 n 阶 正 交 和 矩 阵 , 且 141 >0,181 <0, 则 14B1 = 


5. a,B,y 是 三 维 欧 氏 空间 R° 的 向 量 , 则 式 子 (a,B)y， (ier: 1) (y, (a - B) ) 中 表示 向 量 
的 是 


二 ,判断 说 明 题 ( 先 判 断 正 确 与 错误 ,再 简 述 理由 ,每 小 题 4 分 , 共 20 分 ) 

1 = +a, «ax ala; € R Ba, 2a,,0, = -ao 的 维 数 等 于 2. 

2. 下 上 向 量 空间 V 若 含有 一 个 非 零 向 量 , 则 它 必 含有 无 穷 多 个 向 量 . 

3. 欧 氏 空间 了 中 保持 任 两 个 非 零 向 量 的 夹 角 不 变 的 线性 变换 必 为 正 交 变换 . 

4. 实数 与 对 称 变换 之 积 必 是 对 称 变换 . 

5. 欧 氏 空间 尼 中 ,o(x,y) = (2x +y,x -27) 为 对 称 为 变换 . 

三 ,计算 题 (每 小 题 8 分 , 共 32 分 ) 

1. EA o XE AE LB, ,DB 的 坐标 为 (1 ， 0,2) ,由 基 |l aa,asi 到 基 |1B8, ,8: B. | BJ E E 


3 2 4 
阵 为 1 0 0 SK a 关于 基 | ai ,az ,as | BLA E. 
2 1 0 
b a, 0 
2. S LZEIIN 0) “eR mi oie € RI ,是 加 (RR) 的 两 个 子 空间 , 求 


W. W,,W, + W, 的 一 个 基 和 维 数 . 
3. 求 齐 次 线性 方程 组 
X, +X, 一 %a +X, 一 3X5 = 0 
[. *tXx,-Àx.-x,-0 
的 解 空间 的 一 组 标准 正 交 基 . 
2 -2 0 
4. 设 4= | -2 1 -2 


0 -2 O 
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求 正 交 和 矩阵 U, fi U'AU 为 对 角形 . 
五 .证 明 题 (每 小 题 10 分 , 共 30 分 ) 
A, 


4, _ 
1 . 设 4 是 任 一 mxn 和 矩阵 ,将 4 任意 分 块 成 4=| ， |, 证 明 :n 元 齐 次 线性 方程 组 AX =0 的 
A, 


解 空间 V 是 齐 线性 方程 组 4ix =0 的 解 空 间 V, Bae ,io 1,2, s. 
2. 4 为 n ÉrSOSERABEE , EL A^ = 证明 :存在 正 交 和 矩阵 U0, 使 


a.u [A 0 
U-'AU- 
0 -L, 


其 中 7 为 4 的 正 特征 值 的 个 数 . 
3. 设 ai ,oa 7,0, 为 n 维 欧 氏 空 间 V 的 一 组 基 . 证 明 : 这 组 基 是 标准 正 交 基 的 充分 必要 条 件 
是 ,对 V 中 任意 向 量 a 都 有 


og= (a,0,)a, + (a,05)05 t+ (0a, ) 0 


典型 例题 解析 


1.3 P RO m «nA € p" ,B € p^" "V, JL V, 分 别 是 齐 次 线性 方程 AX =0 和 BX =0 
A 
的 解 空间 ,证 明 P^ = V, GV, 的 充 要 条 件 是 | jl -0 FUE ERR 
WEBB." —" 


A 
[;) er" P" = V @V, 


假定 | 5: -0 3E. A£ -0,B£ =0 


于 是 ¿£ € V, 1 V, 与 P" = V, @V, #' )8 
从 而 结论 成 立 
“<=” 


(a}=° 只 有 零 解 , 则 


(5) ert oma nm 


于 是 dim V, = - m,dim V, 2 m,dim V, + dim V, =n 
4£ € V, V, , WJ A£ -0,B£ 20,352, 


(5) =o 则 上 =0, 亦 即 V, QV, = 101 
Bk P'=V@V, | 
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A, 
2. 设 4 为 数 域 P Em ESTRÉREE, LEROEE A 分 为 两 个 子 块 4 = | 4 Jum n 阶 线性 空间 P" 是 


齐 次 线性 方程 组 4ix =0 的 解 空间 V, 15 A,x = 0 的 解 空间 V, 的 直 和 
证 明 : 因 为 4 可逆 , 故 令 r(41) =: J| r(A,) =t | 
于 是 dim V, =n - t, dim V, = t, 
XV£ €V,nV, MJA,€=0,A,£ =0 


V 4i 
那么 4 je-o 


H A 可逆 ,得 &=0 

Bl P" = V, GV, 

3. M € p" ,f(x) ,g(x) € p[x] ROGO ,g(x)) =1 ASf(M) Bes g( M) W,W, ,W,,4 
别 为 线性 方程 组 4BX «0, AX «0, BX =0 的 解 空间 ,证 明 W = V, OW, 

证 明 :4 =/(M) ,B=g(M) 则 4B=BA 

显然 WW ,W, 是 更 的 子 空间 ,那么 W, + W, 也 是 效 的 子 空间 

< dim W, 2 5,dim W, - t , lij 

r(A) n-s,r(B) =n -t 

由 (f(x) ,g(x)) 21,352, 3u(x),e(x)€ p[ x ] f 

u(x)f(x) *g(x)v(x) 21 

u( MM) +g(M)o(M) = Ë (1) 

&%¿£ ev nv,,B Az z0,B£ =0 

用 上 * 右 乘 (1) 式 两 边 , 有 

u( M)fCM)£ c*g( M)v( M)£ = E£ -O 

从 而 上 =0, 于 是 W. YW, = 10] , V, + W, 是 直 和 

dim ( W, + W,) = dim W, + dim W, =s t 

r(AB)>r(A) *r(B) -nzn- (st) 

于 是 dim Was +t 

TI W, + W,j&yWmseTET 

ú W = W GW, 

4. A,B,C,D 都 是 数 域 P 上 nn 阶 方 阵 , 且 关 于 乘法 两 两 互 换 , 还 满足 4C + BD = E( E Un 
阶 单位 阵 ) , 设 方程 4BX =0 的 解 空间 W,BX =0 与 AX =0 的 解 空间 分 别 为 V, 和 ,证 明 W = V, 
@v, 

证 明 : 由 AB = BA, IJ BX =0 与 AX =0 的 解 都 是 ABX =0 的 解 
Añ V, ,V, J W BS-T- 2s [8] 
Va € W,a = Ea = (AC + BD)a = ACa + BDa 
B(ACa) = C(AB)a =0 
那么 (Bp) =D(4B)a=0 
于 是 ACa EVi,BDa € V, , ifj W = V, + V, 
XNVa €V,nV,,lilll 4a 20,Ba -0 
H AC + BD = E ,Jllj w = ACa + BDa =0 
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于 是 V, nV, = 101 
Jr 1 W = V, cv, 
5. 设 下 为 数 域 ,4 AORF E 阶 和 矩阵 , 且 
V -ix€F'|Axz0] ,V, six € F"|(A-E)x-0]| 
求证 :4 2AeGF = V, @V, 
证 明 : —" 
H A^ =4-=r(4) +r(A +E) =n( 需 证 明 ) 
令 r(4) -tWl| r(A - E) 2n-t 
dim V, =n -t,dim V, -t 
从 而 dim V, * dim V, =n 
XV£ € VinV,,Jll A£ 0, (A € E) £ 20, Bt 
£-A£-0 
Té V, nV, 210] ,从 而 
F' = V,@V, 
“=” 
如 果 F'zV QV, S a,,0,,a, 与 
B... B... ERI V, LV, 是 一 组 基 则 
Aa; 20,17 21,2, -,r, (A- E)Bg; =0,j=r+1,--,n 
令 了 = ( ao， G, Bui Boo 75 B. ), MJ T A nx 5 EE, 
AT 2 A(a, ,0 0. B, Buon Bu) 
= (0,-5,0,8,, B... 1 B.) 
A'T - A(0,--,0,8,,,, B. B.) 
=(0,-.,0,8,... B... s B.) 
于 是 47=427, 即 42=4 
6. it V, V, ,W, 是 向 量 空间 直 的 子 空间 , 取 CV,, Wn W, -W,nW,W, + W = W, + W, 
证 明 W, = W,. 
分 析 : 证 明 两 个 子 空 间 相 等 ,用 到 的 方法 通常 为 证 明 双 包含 . 
WEBB: Vo, € V, lll a; € W, +W, X W, + W = W, + W 
Jü a, 2a, +a KrP o, € W. , a € W 
XH W, CV, Alla ==, -a € W, n W 
m WOW, W,nW 
于 是 -al € WW,,Bl o, -a € W, 
X a, € W, ,W, 是 V 的 子 空间 , 则 有 =, € W. 
这 样 ,由 e € W, 18 a» € V, ,从 而 知 W,C W. 
又 由 已 知 W, C W, 
故 V, = W, 
7. 设 4 为 数 域 己 的 线性 空间 ,al 05,0, a, € V,W 22(0,,0,,0,,0,) 4 B. B, € W EAE 
无 关 . 求证 :可 用 B, ,Bs 替换 o ,aa ,as ,as 中 的 两 个 向 量 on ,ap , ,使 得 剩 下 的 两 个 向 量 wa ,aa 与 
Bi B; 仍然 生成 子 空间 W BU W -2(8, B, B, Bs) 
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证 明 : (替换 定理 ) 
4 B, =x,G, +x;G, + X05 * X,0, (1) 
Bi-y,a, + y;G, +Ty303 + y404 (2) 


H B, B; 线性 无 关 , 知 一 定 存在 (96j a; 560,0, 90 [8 (1) (2) E 
不 妨 令 Xi 天 0 y; 关 0 则 


1 
[^41 ^u 7 X405 — X405 — X404) (3) 


1 
e, ^y (Bp, THQ 7 Y305 -yao ) (4) 
2 


将 (3) 代 人 (4), 则 o 可 由 B ,8B: ,aa ,as 线性 表示 

将 (4) 代 入 (3), 则 a 可 由 B ,6 ,as ,as 线性 表示 

再 由 (1) ,(2) 可 知 al ,aa ,as G, 5 B, ,Bz Bs ,Ba 等 价 

从 而 WW=2(B ,Bi,B; ,Bs) 

8. 以 p ”表示 数 域 P 上 的 2 阶 矩 阵 的 集合 ,假设 a ,a, ,as ,as 为 两 两 互 异 的 数 ,而 且 他 们 的 
和 不 等 于 零 , 试 证 明 


是 数 域 PP 线 性 空间 p*” 的 一 组 基 
WE HR : dim p"? =4 ,El ,E12 ,E's ,Eu 为 其 一 组 基 


1 1 1 1] 1 1 1 | 
G, G, Q04 €, a, aq, 04 G4, 
(Ai, A5, A4, A4) = (Ej, Ey, Es, E) 2 2 2 2 d = 2 2 2 2 ,D 
. a, a, 034 daa G, a, 03 04 
4 4 4 4 4 4 4 4 
a, a, 04 Q4 [7 a, 04 Ua 


1 1 1) 1 i| 
G a G G Gs 
2 2 
=a G G G Ga; 
3 3 
dj a a a G 
al a, a; d, as 
D= (o: - 8) z (a; -a,) (a, -a,) (a; - a4) (a; -4,), H (a, -a;) 


而 d 是 D 中 的 Ms = -44 = as 的 系数 的 相反 数 ,为 

+(a +a, +a, +a) H (a, - aj) 

由 已 知 条 件 a,,2,,a,,a,, WW E 5, H a, £a, a4 *a,750 

故 A,.,A,,A,,A, 为 PP” 的 一 组 基 

9. 以 pp ”表示 数 域 P 上 的 3x3 阶 和 矩阵 组 成 的 线性 空间 , 求 所 有 与 4 可 交换 的 矩阵 B 组 成 的 
| 线性 子 空间 W 的 维 数 与 一 组 基 , 其 中 
| 
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l O 1 
Zr 1 | 
02 2 
0 0 1 
解 :.4=)j0 0 es 
0 2 1 
AB = BAGA,B = BA, 
0 0 1Y4, G das, € € C3 
co 0 : b b, b,|= ci c Cs 
0 2 le ec ci 2b, +e 2b,*c, 2b,*c, 


0 1 0 2a, a,+a,+a, 
0 | = 0 2b, b, t b, tb, 
2 | 


0 2b c, +ce,+co, 


2b, +c, 
c, 22a, 22b, 
由 甜 阵 相等 ,得 2 2 


c, =a, +a, +a, =b, +b, +b, 


2b, +c, =c, +e, +o, 


mM 
c =a, = bs 
1 
bc —y6 t6 
4r9l ( a, 05,04) z(1,0,0),(0,2,0) ,(0,0,1018 
-1 0 1 -1 0 1 100 
B-|0 0 0|,B,=-| 0 -1 1,B8,:)0 1 O 
0 0 O 0 2 0 0 0 1 


那么 B, ,B,,B, 线性 无 关 , 是 WW 的 一 组 基 

因此 与 4 可 交换 的 矩阵 B 组 成 的 线性 子 空间 下 的 维 数 为 3 

10. i P 是 一 数 域 ,4 是 p"" 中 一 个 矩阵 , 令 F(A) = {f(4) |f(x)€P[x]} 
证 明 (1)F(4) 是 p””" 的 一 个 线性 子 空间 

(2) 可 以 找到 非 负 整数 mm 使 E,4,4",…,4" JE FCA) — 3E 
(3)F(4) 的 维 数 等 于 4 的 最 小 多 项 式 的 次 数 

证 明 :(1)4 EF(4),F(A) o 


V/(x) a) Ep[x] 人 Sf(x) = aac ,g(x) = Db 
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AA zm, A b, = mb, -0, RE h(x) =f(x) +a(z) = Xa, 8b)» 

Vf(A) ,g( A) € F(A)MJA(A) 2f(A) *g( 4) € F(A) , Vk € P,R(A) € FCA) 

于 是 (4) 是 p”“ 的 一 个 子 空间 

(2) (3) 令 4 的 最 小 多 项 式 次 数 为 $, 即 

m(x) = 和 t: taxa, 

Vf(x) € p[x] 4 f(x) 2m(x)q(x) *r(x) ,rCx) =0 则 

f(A) 2m(A)q(A) +r(4) sb, JA! e +b A+bE=r(A). 

A x, AU e +x À + x E 

则 x, —x, =… =x,., =0, 否 则 与 m(x) 是 4 的 最 小 多 项 式 巴 盾 

于 是 下 ,4,…,4 ,是 (4) 的 一 组 基 dim F(A) =s 

11. 用 M,() 表 示 数 域 K 上 所 有 n 阶 矩 阵 组 成 的 集合 ,他 对 于 和 矩阵 加 法 和 数量 梯 法 为 K 上 
的 线性 空间 , 数 域 K 上 n 阶 和 矩阵 4 称 为 循环 矩阵 


a 04, qa, a 
Q, a Ga, Q, 1 
A 一 ` . 
a, G4, a, "'* m, 
JH U 3 K L n 阶 循环 矩阵 组 成 的 集合 ,证 明 :U 是 M, CR) BI f == l) ,并 求 U 的 一 个 基 
和 维 数 。 


证 明 :0E U, U o 循环 矩阵 由 第 一 行 元 素 唯一 确定 
不 妨 记 4 = C[o ,a,,… ,a,] , 令 B=C[b,b,,…,b,] 
则 A-BzC[a,*b,,2,*5,,:,2, +b. ]€ U 

Va € k,aA = C[ aa, aa aa] ED 

TE U EE M,(k)BJ— 4 T 2318] 


Sse oil ms = [| Pio l 
< -|， 0 | -| 0 | w. ?及 一 


AmiA-a,E,*a,S-a,S + +a,S"! 

VA EU 4 可 以 由 EE,,S,S ,…,S"” 线性 表示 

@ aE, +aS+aS +…+aS =0 

即 4=0, 则 ao =a, =a, =…=o=0 

于 是 E,,5,8 ,3S ”线性 无 关 

Bk E ,S,S2 ,---S"" RE U B —1H3& dimU =n 

12. 设 了 是 数 域 尺 上 所 有 n 阶 对 称 和 矩阵 关于 矩阵 加 法 与 数 乘 构成 的 线性 空间 , < 
U -|ACV|Tr(A) 20] ,W= lAE|A € F| 

这 里 五 为 单位 矩阵 ,0E U,UsE o 为 4 的 对 角 元 素 之 和 
(1) 求 证 U ,W 2 V BJ -f-zE |B] 

(2) 分 别 求 0, 下 的 一 组 基 和 维 数 

(3) 求 证 V=U@W 

证 明 ;(1) 子 空间 (上 略 ) 
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(2)W= {AEIA € F| Z L(E)E JE W fj3& dim W =1 
4 EN VT i #]28 3 4 38 1, R aG 38228 B) n 阶 矩 阵 
E, _E,, E» E, ES ua -E,,.E; tE;*j;i,j =1,2,.…,n QD 


(DE U itn + -2) 个 向 量 , 令 
. ay CE -E,.) + ta, au a(E aua c Es) + Zaj(E; - E;) =0 则 


Gg G Q4, 
G, G Go, 
A= . =0 
Gi, [2 CU -(ay tc *G, ini) 
于 是 Cn 二 二 Cn-ln-l -0,a; -0,i* ji -1,2,,n 
n *n-2 


E € V,E € U, dim van tl) dim U 


因此 向 量 组 (1) 线 性 无 关 

向 量 组 是 0 的 一 组 基 

(3) VA € UrYW WW A 2 AE,Tr(A) =0, 从 而 nA =0,A =0 
则 Az0,UnW -10]| 

又 TH+ 罗 是 了 的 子 空间 且 dim U +dim W = dim V 

因此 V=U@W 

13. 设 V 是 实 消 数 空 间 ,V 与 ;是 VV 的 子 空间 ,其 中 VV =L(1,x,sin x)V,=L(cos 2x ,cos2x ) 
(1) 求 页 的 一 组 基 和 维 数 

(2)oK V, 的 一 组 基 和 维 数 

(3)R V, + V, 的 一 组 基 和 维 数 

(4) 求 V, n V, 的 一 组 基 和 维 数 

解 :(1) 令 all+awx+asinx=0, 其 中 aaa € R, 


此 式 对 所 有 的 x 都 成 立 , 于 是 令 x=0,7, 了 ,有 


因此 1,x,sin x 线性 无 关 i 
故 dim V, 23 
(2)4-a,cos 2x +a, co? x =0 a,,a, € R 
上 式 对 所 有 实数 z Bur A390 x 0, T. 
a, +a, =0 
| -a, =0 
那么 a =a, =0, 因 此 cos 2x, cos x 线性 无 关 
故 dim V, =2 
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(3) cos 2x =2 cos'x - 1 

V, * V, 2 L(1,x,sin x) + L(cos 2x,cos'x) 

-L(1,x,sin x,cos^x) 

4 a,l 4 a4x + assin x + a, cos x = 0 

AI x 20,7 om RIDAEAD Lx sin x, cosa 线性 无 关 

故 dim (V, + V,) 24 

dim ( V, nV,) = dim V, + dim V, — dim (V, + V,) = 1eV, 22 cos^x — cos 2x € V, 

故 1 E V, n V, 的 基 

14. 证明 : 方 阵 4 EGOE2855BEBU EI PRA IER: |4| = +1,3FB RAT =1, 则 它 的 每 一 
个 元 素 等 于 自己 的 代数 余子 式 , 如 果 |4| = - 1, 则 它 的 每 一 个 元 素 等 于 自己 的 代数 余子 式 乘 以 
-1, 


证 明 : 设 4 = (a) AHIESERBRE,A" - (4;) 为 4 的 伴随 矩阵 ,所 以 4 CA = [A ji^ * ,Bh ay = 


-TAs 如 果 14| =1, 则 a; =4. 如 果 |4| = 71,90 a - A; 


如 果 |4| = x1, A n3, A^ = 


141= -1, 时 ,有 ay= 44 = 一 4 
15. 设 A 是 正 交 矩阵 ,证 明 : 
(1) 4 的 行列 式 等 于 1 或 -1; 
(2) 如 果 和 是 4 的 一 个 特征 值 , 则 二 也 是 4 的 一 个 特征 值 ; 
(3) 4 的 伴随 矩阵 也 是 正 交 和 矩阵; 
(4) 如 果 A 的 行列 式 等 于 -1, 则 -1 是 4 的 一 个 特征 值 ; 
(5) 设 妃 是 正 交 矩阵 旦 141= -18|, 则 14+B| =0. 
证 明 :(1) ATA - EU LATA] = | 有 | 1, [A 21, [4] € R, 于 是 |4| =1 或 |4|= -1. 
(2) 因 为 4 是 正 交 和 矩阵 , 则 4 可 道 ， 


那么 , 若 À 是 4 的 特征 值 , 则 是 4 的 特征 值 


d 4 


14 x UM A| =1， 时 ,有 ao 2A, BLA = A* = A', 4 


É 
A', 从 而 AA ^! 2 AA' 2 L, B A IE ARAB E. 


[d A^! 2A" CC UR AT 的 特征 值 ， 


而 4 与 47 有 相同 的 特征 值 , 故 也 是 A 的 特征 值 . 


(3)44* = |A|E, 9l 
z |A|4^' 2 |Al4^,(A*)" « |AlA 


因此 

47(4) s lAl'A "A-E 

所 以 4 的 伴随 矩阵 也 是 正 交 矩阵. 

(4) | -E-A|=| -4A4"-4|=|4|| -4 - E|  - | -E-A], 
因此 
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| -E-A|- 

即 -1 是 4 的 一 个 特征 值 . 
(6)14+B|=14|1B8+4-8|1=141187B+4-81=14|147+B711B81= - |A« Bl 
故 |4+B|=0. 


16. 已 知 4 是 mn 阶 实 对 称 矩 阵 ,A,,A; ,…,A， 是 4 的 特征 值 ,相对 应 的 标准 正 交 特征 向 量 为 
二 求证 :4 SALE +A 十 二 从 
证 明 : 令 Q 一 (ë, £26) gi Q 是 正 交 和 矩阵. 


À, 
À; 
AC£, $e) = (£, £2 se.) 
An 
À, À, 
À; 4 À; 
4=Q Q =Q u 
À À, 
Ài £, 
À; 
=(£ É," €.) ë 
À, A E 


—À,tÀH t + À,£,- 
17. 设 e, ,sa ,es AKA S 间 了 的 标准 正 交 基 ,，a 2 6, 7-26, ,8 72e, +e, SKIEAE RE SR H f H 


eene 
gu 


< H(e, ,£2 ,83 ) = (e, ,52 ,563) 


解 : e=(e, ,£2 ,63) 


oo 


1 O O 


0 -10 
0 0 1 


MU H JEESSZESS, B. H(o) = 有 

18. 设 了 是 有 限 维 欧 氏 空间 了 上 的 正 交 变 换 . 

1) HEBH f 的 特征 值 只 能 是 1 或 ~ 上 

2) 证 明 f 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 相 互 正 交 

3) 如 果 1 和 -1 都 是 /的 特征 值 , 并 且 V. 和 .分 别 表示 /的 属于 特征 值 1 和 -1 的 
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特征 子 空间 , 若 广 =e, 证 明了， = VI. 
证 明 :1) 若 f(a) =Aa,A ER,ax0 
由 f 是正 交 变换 , 则 (f(a) ,f(a)) 2 (Aa,Aa) =A (e.o) = (a,a) 
因 (a,ya) >0, 故 和 =1 
从 而 A=1 或 A= -1 
(2) 若 fa) =o, f(o,) =as, 则 
(a, ,0 ) = (f(a) ,f(o,)) -(a, 一 az ) = - (a,,2;) 
于 是 (0,2) «0. | 
(3) E f. ==, 则 了 可 以 对 角 化 ， 
于 是 存在 了 的 一 组 基 o, ,as ,… ,a, 使 得 
E, 0 
o on 
那么 V, z2L(a;,a,,',0,) Va -L(a,,,,05,',0,) 
由 (2) V,CV/',dimV! 2n-r , dimV ,-n-r 
由 正 交 补 的 唯一 性 ,7_， = V. 
19. 设 4 是 一 个 3 阶 正 交 矩阵 , 且 |4| =1. 
(1) 证 明 :A =1 必 为 4 的 特征 值 . 


fai ao ay，) = (aj imos) 


1 0 0 
(2 uEBH : fexXEIE ABB Q 使 得 Q'AQ = [ cos 0 sin ,| 
0 -sing cos0 


HEBJ:(1)|E-A|=(-1)'|A-E|= -l|A-E|= -]A'- E| 
|E-A| s |4'4-A| e Al |4' -E| = |4' - E| 
于 是 |E-A|=0 


BU A =1 必 为 4 的 特征 值 . 
(2) 令 4a 2o, , B lo | 21, a, 扩充 为 3 维 欧 氏 空间 R° 的 一 个 标准 正 交 基 a, ,a ,ai 


0 c d 
4 @=(aia,as), 则 0 为 正 交 和 矩阵 . 


l x y 
则 kot a J (—) 


l x y 
4 e a mc utum 
0 c d 

于 是 x=y=0. 且 a,b,c,d 满足 

a! «c zl 

|n 

ab * cd =0 

从 而 存在 角 a 使 得 ec = cos a,c= +sin a 


由 cos ( £a) =cos a,sin ( £a) = tsin a ,为 此 不 妨 令 


à = cos a,c = sin w 
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同 理 存在 角 B 818 b = cos B,d = sin B. 
那么 cos ocos B + sin asin B =0 


即 cos (8 -a) =0. 
于 是 B=a+ (2k+1)7 


T sin a,k 为 奇数 
cos B = cos (as QD) = 和 m 
. . T - cos a, k 为 奇数 
sin B = sin (a QE DD «| cos a. E 为 偶数 
因此 
1 0 0 1 0 0 
C=|0 cosa ED cos a 加 
0 sio cosa 0 sno -cosa 


由 |4| =1 知 |1C| =1. 于 是 前 者 成 立 . 
H 0 0 

0 cos0 sin ] 
0 -sinO cos0 
由 (一 ), 存在 正 交 矩阵 Q 使 得 

1 0 0 
0 cos@ sn | 
0 -sing cosÓQ 
20. 已 知 4 是 =” 阶 实 对 称 矩 阵 ,A, ,A2..…A, 是 4 的 特征 值 ,相对 应 的 标准 正 交 特 征 向 量 为 


££ s ,求证 4 SA EL o6 tn ALES 
证 明 : 令 Q = (ë, SS E) , pu Q 是 正 交 和 矩阵 


4 a= -0, 则 C= 


0'4Q = 


À, 
À; 
A(C£, TP = (& T2 PLE 
A, 
À, Ai 
À; -1 À; T 
A=Q Q =Q Q 
À À, 
À, £ 
A 2 
=(£ £, £.) . š 
A. AE 


=M +A6£ n ALES 


0 b _ 
Zu 0 a Dhxcdélk,4 B-24À +qA+E,q =Q + «c ,E YE ABER, a] 
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25 HX q 为 何 值 时 ,8 是 正 交 和 矩阵 ? 

解 :B'B=(A*-gA+E)(A: +qA + E) - A 424 + E — q'A 
B ROGESABEEGOB'B-EoOA -(q -2)^ 

À -b c 
b À -& 
-c a À 
À, 50,4; =/qi,À, = - qi E A 的 特征 值 . 
于 是 存在 可 逆 和 矩阵 了 ,使 得 


0 
| 
- qi 


0 0 
gq | ， nemen q(2 - 2) | 
q. gq(2 - 4) 


4 e (q -2)4 ex! =q(2 - q^) 

当 g =0, Wi] B E IF 38 E. 

3 q50,q0-2-49, qd *q4-2-0, RJ. (q*2)(g-1) =0 

Bl q=1 sk q= -2. 

Hgq-a +b «c, 3lq2>0 ,从 而 9 = 1. 

故 3 q=0,1 时 ,8 是 正 交 和 矩阵 . 

22. 设 实数 域 上 的 s xn BERE A 的 元 素 只 有 0 和 1, 并 且 4 的 每 一 行 元素 的 和 是 常数 ,4 的 每 
两 个 行 向 量 的 内 积 为 常数 mm, 其 中 mm «cr. 

CDGR [AA' f. 

(2) uERH sn. 

(3) uEB] 44' 的 特征 值 全 为 正 实数 . 

解 :(1) 设 4=(a,), ,由 Qjy=0 或 1, 令 4;=(ai,ap, a.) =1)2， ,5 

则 AA! -mz0,ixXj,AA;-rnj21,2,,5 


|AE-A| = zA (ad +b +c)A=A(A +g) 


T^AT- 


从 而 T'4AT- 


A,A', AA; UT A,A; r m + m 
于 是 dep. 6 Aon AA. moros m 
AADL AA … AAT m m cor 


=[r+(s-l)m](r-m)’ 

(22H r»mz0, 则 |44'| >0 

假定 s>n, 由 7(4)<n, 则 7(447) «r(A) n «s 

从 而 |44'| 20 矛盾 ， 

B s<n. 

(3) & A1,Az,..A, 为 44' 的 特征 值 ,由 AA' Re s Bro EXE ARE, 则 
À;zm0,i21,2,:-,5 
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而 |[44'120,9] A,,A, A, = |A4'| >0 
于 是 A,>0,i=1,2,.…,s. 
23. 设 o 是 欧 氏 空间 了 的 一 个 线性 变换 , 且 o 在 一 标准 正 交 基 下 的 矩阵 为 
2 I 1 -i 
1 2 -1 1 
1 -1 2 1 
_ 1 1 1 2 
(1) 证 明 :e( 恒 等 变换 ) o,o ° 线性 相关 . ， 
(2) 求 了 的 一 组 标准 正 交 基 ,使 得 e 在 该 基 下 的 矩阵 为 对 角 和 矩阵 。 
证 明 : (1) 考 虑 特征 多 项 式 
[AE-A|=(A-3)°(A+1) 
特征 值 为 Ali =A2 =A3 23,A,7 - LH. 
(A-3E)(A+E)=A: -24-3E=0 
因此 o!-2o -3e=0 
Bl e( 恒 等 变 换 ) c ,o° 线性 相关 . 
(2) 求 4 的 特征 向 量 : 


A= 


-3 -1 -1 1 100 -1 

-1 -3 1 -1 0 10 1 
-E-A- 

-] 1 -3 -1 0.0 1 1] 

1 -1 -1 -3 000 0 


1 -1 -1 1| 0 0 
则 &z(11 1 1)'&=(1 0 0 -D'àü-( 
是 4 =3 的 3 个 两 两 正 交 的 特征 向 量 . 
do 在 标准 正 交 基 a ,az ,aa ,as 下 的 和 矩阵 为 4， 


即 c (a; ,ao > Q3 ,04) = (al ,oo »Q3 ,04) 4 


1 1 

0 0 

-] 1 1 -1 0 0 0 0 
0 0 

0 


l -1 O)' 


1 1 1 
oI 
1 1 1 
$738 30 30 + yoa 
1 
23 7770 一 4 


则 €1,€65,83,€4 是 V 的 一 标准 正 交 基 ,在 该 基于 的 矩阵 为 
-1 
3 
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24. 在 实数 域 上 的 n 维 列 向 量 空间 R^ 中 ,定义 内 积 为 (a,B) = azB, 从 而 六 成 为 欧 几 里 得 
空间 . 

(1) 设 实数 域 上 的 矩阵 

l -3 5 -2 

4=| -2 1 -3 . 
-1 -7 9 -4 

求 齐 次 线性 方程 组 AX =0 的 解 空间 的 一 个 正 交 基 ; 

(2) 设 4 是 实数 域 尺 上 的 * xn 和 撼 阵 ,以 多 表示 齐 次 线性 方程 组 AX = 0 的 解 空间 ,用 U 表示 
A" 的 列 空间 ( 即 47 的 列 向 量 组 生成 的 子 空间 ). 证 明 :U=W!. 

解 : (1) 对 系数 矩阵 4 实施 初等 行 变换 


1 -3 5 -2Y /1 -3 5 -2 
A=| -2 1 -3 1 0 -5 7 -3 
-1 -7 9 -4 


0 -10 14 -6 


4 1 fo £ -li 
1 0 地 -« Ñ 
EN 
0 -5 7 -3 01 -了 S 
0 0 0 O 00 0 0 
| = -5 + 5 4 
x, = -34 
2 5 3 5 4 
基础 解 系 为 
-4 1 
7 -3 
Qc 5 7Q2 = 0 
0 5 
将 al a, 正 交 化 ， 4 B, -Q0, 
-2 
_ (e, B) 1 - 19 
Bm (g BO 18| 25 
90 
JJ B, B, J& W BS —^  1EAE HC. 
-— (A, 
f 4, 
(2) 令 4=| ||, MA" -(Ar AP … A) 
A, 


WR(A)zn-r,o, o, + a 是 齐 次 线性 方程 组 AX =0 的 一 个 基础 解 系 , 则 
Wz(a o … o), H dm W=r, 
Aa; 20,j 51,2, ,r i 
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ajA' =a (Ar Aj +: Al)-(ajA| ar4 - oA) =0,7=1,2, ,7 
UzL(Ap Aj + AP) 

那么 UCW- , X. dim W: n-rzdim U, 

所 以 U=W:. 


25. Wt o 是 =” 维 欧 氏 空间 了 的 正 交 变 换 , 歼 是 ex 的 不 变 子 空间 ,证 明 W BUIESETR W! 也 是 rr 
的 不 变 子 空间 . 

WEB]: c(W) CW, Hi o 是 正 交 变 换 , EA o np, 则 .go(W) -W, 

. Va€ W: ,V8 € Vff# B, € WW, 使 得 6=o(p,)， 

那么 

(a(a),B) =(c(a),o(B)) =(aB) =0 

即 c (a) € W^ ,所 以 WW: 也 是 go 不 变 子 空间 . 

26. Wo 是 n 维 欧 氏 空间 V 的 线性 变换 , + 是 同一 空间 了 B5— 13548, EDGE V o,8 € VU 

(a (a) ,B) = (a,r(B)). 证明: 

(1)7 是 7 的 线性 变换 ; 

(2) = 的 核 等 于 7 的 值 域 的 正 交 补 . 

WEB]: (1) Va,é,n EV, 有 

(a,T(E+n))=(o(a) ,E+n) = (c(0),£) + Co(a) 9) 

-(a,T(£)) + (a,7(9)) 

-(a,T(£) +7(”m)) 

于 是 , Va € V 

(a,T(E +m) -(7(é) +7(7n))) =O 

&a=r(£ +m) - GCO) +7(n)), 则 

GCE m) - GG) *T()D T CE m) - (C) * T0992) =0 

Bb r(£ +m) =z(£) eO). 

同 理 可 得 T(k£) = kr(£). 

所 以 > 是 了 的 线性 变换 . 

(2) V£ € ker c jJ] o (£) =0. 

VB€r(V) ,那么 存在 a € V E B= (a). 

+R £EC€r() ^, Afi kere Cr (V); 

RE,VEE€T(V) , Vo € (V) "H(CE m) =0. 

4 m -T(Co£) , 则 

(&, r(a£)) = (a£,o£) =0. 

于 是 o(&) 20,£ € ker o, 从 而 7 (V) * Cker c. 

因此 

ker c 2 7 (V) '. 
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线性 变换 与 矩阵 


“1 线性 变换 


1. 线性 变换 :线性 空间 TY 的 一 个 变换 4 称 为 线性 变换 ,如 果 对 于 了 中 任意 的 元 素 a,B 和 数 
域 P 中 任意 数 k, 都 有 

A (a +B) «A (a) +A (8); 

A(ka) 2 Ak(a). 

TERR: 
1) 设 4 是 了 的 线性 变换 , 则 4 (0) 20, 4 ( a) = -A (a). 
2) 线 性 变换 保持 线性 组 合 与 线性 关系 式 不 变 . 
即 :车 B=ka tke, t +ka,, D 

A (B) 2 kA (a) * jA (05) += + kA (o); 

# ka, ka, +ka, 20,3 A 

k, A (a) * jA (05) += + KA (a) =0. 

3) 线性 变换 把 线性 相关 的 向 量 组 变 成 线性 相关 的 向 量 组 . 
2. 线性 变换 的 乘积 : 设 4,,B 是 线性 空间 的 两 个 线性 变换 ， 
(AB)(a)=  A,(B(a)) (a EVD). 

则 线性 变换 的 乘积 也 是 线性 变换 . 

线性 变换 的 乘法 1 ) 适 合 结合 律 (48B)C 2 ACBC). 

2) 不 适合 交换 律 48 关 B A. 

3)Ae =s4 = A. (VY 线性 变换 4) 

3. 线性 变换 的 加 法 : 设 4, 是 线性 空间 了 的 两 个 线性 变换 ， 
(A-B)(a)2A(a) *B(a) (a€V). 

则 线性 变换 的 和 还 是 线性 变换 . 

数 域 P 中 的 数 与 线性 变换 4 的 数量 乘法 定义 为 

4. 线性 变换 A 的 逆 变 换 :如果 线性 变换 B 存在 ,使 
AB=BA=E. 

Wi B 称 为 4 的 道 变换 , 记 为 4 . 

5. 线性 变换 4 的 多 项 式 f(4) : 设 

f(x) za,x" a, x" + a, 

是 PLx] 中 一 多 项 式 , 则 

f(A) =a, A" +a, A"! + +a E 

ik: (1)A° = E. 
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(2)A7*" 2 A"4" , (A")" 2A" ( m,nz0) 

(3)A "= (A )'(n 是 正 整数 ). 

(4) (AB)' e AB". 

(5)h(A) =f( A) *gC A), p(A) =f( A)aC A), 
f(A)g( A) s g(A)fCA). 


$2 线性 变换 和 矩阵 


1. 相似 : 设 ,B 为 数 域 P 上 两 个 n 级 方 阵 ,如 果 数 域 P 上 的 n 级 可 北方 阵 人 ,使 得 B= 
AX, 就 说 4 相似 于 8, 记 作 4~B. 
2. 特征 值 与 特征 向 量 ;线性 变换 A ,如 果 对 于 数 域 P 中 一 数 Ao, 380 , 
使 得 
A£ = Ao. 
那么 A。 称 为 4 的 一 个 特征 值 ,而 叫做 4 的 属于 特征 值 A。 的 一 个 特征 向 量 . 
3. 线性 变换 在 基 下 的 矩阵 : 设 el ,e ，……e, 是 数 域 P 上 维 线性 空间 V 的 一 组 基 ,4 是 了 中 
的 一 个 线性 变换 . 基 向 量 的 像 可 以 被 基线 性 表 上 出: E 
Ag, 720,6, t6) * ** + 6,48, 
As, 2üj56, tax, t7 +Go8,, 


Ae, = Qnel + C2n22 tt Ga En 


用 和 矩阵 表示 就 是 
A(&i,& 6) = (ACe)),ACe s ACe,)) 
=(e,,gx," e, A 
其 中 
QI dy a, 
A= G, 93 Ca2n 
d, 9,» Ut L2" 


矩阵 4 称 为 线性 变换 4 在 基 6, ,se,,…,e, 下 的 矩阵 . 

定理 1 设 。 ,se,,…,s, 是 数 域 P 上 nn 维 线性 空间 了 的 一 组 基 ,在 这 组 基 下 ,每 个 线性 变换 
按 公式 对 应 一 个 n xn 矩阵 ,这 个 对 应 具有 以 下 性 质 : 

1) 线 性 变换 的 和 对 应 于 矩阵 的 和 ; 

2) 线 性 变换 的 乘积 对 应 于 矩阵 的 乘积 ; 

3 ) 线 性 变换 的 数量 乘积 对 应 于 矩阵 的 数量 乘积 ; 

4) 可 逆 的 线性 变换 与 可 逆 和 矩阵 对 应 , 且 道 变换 对 应 于 逆 和 矩阵 . 

定理 2 设 线 性 变换 4 在 基 eg ,es,，…,e, 下 的 矩阵 是 4, 向 量 在 基 si ,es ，…s, 下 的 坐标 
是 (xi ,wy，…,%,) DU 钼 在 基 &1,e2，… ,ss 下 的 坐标 (yi ys,… 7,) 为 : 
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y X 
» -A Xj 
Ys x, 


定理 3 ” 设 线 性 空间 了 中 线性 变换 4 在 两 组 基 

€1,€5,7* ,€4, 

T1302." 0 

下 的 矩阵 分 别 为 4 IB. ES 6v, 到 基 moon, SEBPEJE X, JE B = X ' 
AX. 

定理 4 线性 变换 在 不 同 基 下 所 对 应 的 矩阵 是 相似 的 ; 反 过 来 ,如 果 两 个 矩阵 相似 ,那么 它 
们 可 以 看 作 同 一 个 线性 变换 在 两 组 基 下 所 对 应 的 矩阵 . 

性 质 : 如 果 B, = 二 4,B = X AX EA 

1)B, 4B, x X (A, *4,)X, 

2)B,B, X^" (A,A,) X 

3)kB, X '(kA,)X 

4)BE eX" (AX 

5)f(B,) 2X "f(A)X 

Ë ”特征 向 量 不 是 被 特征 值 所 唯一 决定 的 . 相反 ,特征 值 却 是 被 特征 向 量 所 唯一 一 决定 的 ( 因 
为 一 个 特征 向 量 只 能 属于 一 个 特征 值 ). 

7. 矩阵 4 的 特征 多 项 式 |AE -4|: 


A-a “Go cU _ a, 
-ü4 A-ay … “a, 

|AE-A| = 
744 -G5 c" À-a, 


是 数 域 P 上 的 一 个 nn 次 多 项 式 . 

[AE -A| zA* - (a tao t+tam)A" ++( -1)"|Al. 

由 根 与 系数 的 关系 可 知 ,4 的 全 体 特征 值 的 和 为 a, + az + … + aw( 称 为 4 的 迹 ). 而 的 4 全 
体 特征 值 的 积 为 |4|. 

定理 5 Ün BEF 4 的 特征 值 为 Ai,a; 是 4 的 属于 特征 值 A; 的 特征 向 量 (i =1,2,… 
n), MI) 

1)kA (k 是 常数 ) 的 特征 值 是 EA, , Ha, 是 属于 其 的 特征 向 量 (i =1,2,…n). 

2)4 的 特征 值 是 A?, 且 a 是 属于 其 的 特征 向 量 (i=1,2,…n). 

3)A4* 的 特征 值 是 A*, 且 a 是 属于 其 的 特征 向 量 (i=1,2,…,n). 

4)4" 的 特征 值 是 A;, 且 a; 是 属于 其 的 特征 向 量 (i=1,2,…n). 

5)4 n [3E ,A ”的 特征 值 是 A Rae, 是 属于 其 的 特征 向 量 (i=1,2,…n). 

6)A 可 逆 时 , A 的 伴随 矩阵 4 ` 的 特征 值 是 141A,!, Bo, 是 属于 其 的 特征 向 量 (i = 1,2,… 
n). 

7) BE f(x) =ao+ax+…+amx”, 则 AA) 的 特征 值 是 f(A,) , 且 a 是 属于 其 特征 向 量 (i=1， 
2,……n). 
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第 六 章 AGR E ACA 


定理 6 ”相似 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 , 从 而 上 共有 相同 的 特征 根 . 反之 ,特征 多 项 式 相 同 的 
矩阵 不 一 定 是 相似 的 . 

定理 7 ”相似 矩阵 有 相同 的 行列 式 . 以 后 就 可 以 说 线性 变换 的 行列 式 . 

险 密 顿 — JLXE( Hamilton - Caylay) 定 理 t A dés P FE— n xn BRE(A) = JAE - A| 
4 的 特征 多 项 式 , 则 

f(A) 5A" -(a, *a5 + +a )A l+. *(-1)"|A|E 30 

推论  ULA 是 有 限 维 空间 VV 的 线性 变换 ,f(A) 是 4 的 特征 多 项 式 ,那么 4) =0. 

定理 9 设 4 是 n 维 线性 空间 VV 的 一 个 线性 变换 ,4 的 算 阵 可 以 在 某 一 基 下 为 对 角 和 矩阵 的 
充 要 条 件 是 4 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 

定理 10 ”属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 线性 无 关 的 . 

推论 1 如 果 在 nn 维 线性 空间 V 中 ,线性 变换 4 的 特征 多 项 式 在 数 域 P 中 有 nn 个 不 同 的 根 ， 
即 4 有 nn 个 不 同 的 特征 值 ,那么 4 在 某 组 基 下 的 矩阵 是 对 角形 的 . 

推论 2 在 复数 上 的 线性 空间 中 ,如 果 线 性 变换 4 的 特征 多 项 式 没 有 重 根 ,那么 4 在 某 组 基 
下 的 矩阵 是 对 角形 的 . 

定理 11 设 4 是 实 对 称 斥 阵 , 则 RC 中 属于 4 的 不 同 特征 值 的 特征 向 量 必 正 交 . 

定理 12 HIRE A, U A, 是 线性 变换 A 的 不 同 的 特征 值 ,而 0 ,… ,oi 是 属于 特征 值 A, 的 
线性 无 关 的 特征 向 量 ,i=1,2,…,k 那么 向 量 组 ol aa ,Qn au 也 线性 无 关 . 

定理 13 ”对 于 任意 n 级 实 对 称 和 矩阵 4 ,都 存在 一 个 ”级 正 交 和 矩阵 了 ,使 成 ?47 = T 47 对 角 
JÉ, B. 4 的 特征 值 丝 为 实数 . 

定理 14 设 4 是 复数 域 上 线性 空间 7 的 一 个 线性 变换 , 则 在 VY 中 必定 存在 一 组 基 , 使 4 在 
这 组 基 下 的 矩阵 是 车 尔 当 形 矩阵 . 

定理 15 每 个 n 级 复 矩阵 4 都 与 一 个 若 尔 当 形 和 矩阵 相似 . 


自 测 题 
o 


一 填空 题 (每 小 题 3 分 , 共 18 分 ) 
] 7 
Lc 是 于 ?上 的 线性 变换 , 若 o(4) = 0 io 


2. c: —R ,a(x,y) 2 ( -2x €y,0) ir: RR. rx, y) =( -3y,x+7), 则 (og 0) (x) = 
. (00) (x,y) = .C-2o0)(x,y) = 

1 

1 


s ga-( .由 向量 Je A 的 属于 特征 信 的 特征 向 量 
-1 0 0 


^1 k O 
-1 0 -1 似 , 则 天 = 
0 0 1 0 k ! 


5. 设 三 阶 方 阵 4 的 特征 多 项 式 为 KA) 2A -2A -2A+3, 则 41=- 0. 
6. n 阶 方 阵 4 满足 4 =4, 则 4 的 特征 值 为 . 

二 、 判 断 说 明 题 (每 小 题 5 分 , 共 20 分 ) 

l. n 阶 方 阵 4 至 少 有 一 特征 值 为 零 的 充分 必要 条 件 是 141 =0. 
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Ju o( -34) = 


1 -1 0 


4. 若 4= EB 


ta mu 


矩阵 的 研究 


2. 已 知 4=PBP- ,其 中 P 为 n 阶 可 首 矩 阵 ,B 为 一 个 对 角 和 矩阵 . 则 A 的 特征 向 量 与 P 有关 . 
3.0 为 了 上 线性 变换 ,al ,a,,…,a, 为 了 的 基 , 则 (ar) ,oo(a,),…,o(a,) 线 性 无 关 . 

4. a 为 VY 上 的 非 零 向 量 ,o 为 了 Y 上 的 线性 变换 , 则 o (a) = 1mlo() =c) JE: V B) s jj. 
三 .计算 题 (每 小 题 14 分 , 共 42 分 ) 


1 -1 1 200 
1.34] 2 4  -2|5B-|O 2 O Hilf. 
-3 -3 a 00b 


(1)3R a,b 的 值 ; 
(2) 求 可 道 矩 阵 ,使 P AP = B. 
2. F° 中 ,线性 变换 o 关于 基 m = ( -1,1,1),o = (1,0, -1),a 2 (0,1,1) 的 矩阵 为 4 


1 O 1 
z| 1 1 0 
-] 2 1 


(1) 求 c 关于 标准 基 € +£ ,63 的 矩阵 ; 

(2) 设 a=a +60, — os ,B =e, —- e; + es , 求 ol(a) ,0(B) 关 于 基 | o, ,0 ,05 1 的 坐标 . 
3. Jt o d& R° 的 线性 变换 ,a(x ,x, ,x3) = (x, 2X, — X, ,X, +X, X, +X; — 2x, ) 

(1) 求 Im (c) 的 一 个 基 和 维 数 ; 

(2) 求 Ker o) 的 一 个 基 和 维 数 ， 

四 证 明 题 (每 小 题 10 分 , 共 20 分 ) 

1. E A Jé n ÉIABRE, EUIS r(A +I) +r(4-7) =n,4x1, 证 明 : -1 是 4 的 特征 值 . 

2. Wo ,r 是 V 上 的 两 个 线性 变换 ,证 明 : 

(1)Im (c) =Im (7) 的 充 要 条 件 是 or =7,7T0 = =; 

(2)ker (c) =ker (+) 的 充 要 条 件 是 GT -O0,70 = r. 


典型 例题 解析 


1. 设 4 是 个 n 阶 矩阵 ,证 明 4 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 线性 无 关 . 

证 : 设 A,A,,…,A, 是 4 的 两 两 不 同 的 7 个 特征 值 , 非 零 向 量 a ,a,,…,a, 适合 
Aa; 2 À,a;,l «ir, 

假设 

XQ *X;0; 十 +X a, =Ü, 

那么 有 

A(xia *tx,0; t: *x,ao,) =0,1<;=r-1. 

即 

A (Xx) = Exo, = EA * Gu) =0， 

注意 到 

|, 1560, 

DA x o, —x,0, =… x20, 20, JE x, 2x, 9 x, =0, 这 证 明了 0,0, 7,0, 线性 无 关 . 
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2. VF ALB E: n ErdE?2EAB BE, HL A7 2 A,B - B,AB- BA -0, 

证 明 :(1)0,1 ,必然 是 4,8B 的 特征 值 

(2) 若 * 是 4 的 属于 特征 值 1 的 特征 向 量 , 则 x 也 是 8 的 属于 0 的 特征 向 量 

üEB3 : (1) A£ 2 A£, £550, ll] A^£ = A,A£ S A(A£) =AEA = ATE 

J A^£ = A£, A* = 人 

即 A-OZA-I 

同 理 可 知 ,B 的 特征 值 为 0 或 1 

如 果 4 的 特征 值 全 为 0, 而 4 = A 知 4 与 对 角 和 矩阵 相似 

这 样 就 推出 4 =0, 得 8=0 矛盾 

如 果 A 的 特征 值 全 为 1, 由 4 与 对 角 和 矩阵 相似 , 知 4=E 

代入 AB 0 f8 B -0 #' Jš 

故 0,1, 必 为 4 的 特征 值 , 同 理 0,1, 必 为 B 的 特征 值 

(2) 若 zx 是 4 的 属于 特征 值 的 特征 向 量 , 则 Az =x,xz0 

BX - B(AX) = ( BA)X = (AB)X «0X 

从 而 无 是 如 的 属于 特征 值 0 的 特征 向 量 

3. 设 是 BA 的 非 零 特 征 值 ,以 所 表示 BA 的 关于 AV 的 特征 子 空间 

证 明 (1) A, 也 是 AB 的 特征 值 

(2) dim Vi: = dim Vj 

分 析 : 只 需 证 明 AQE - AB 5j AE — BA 等 价 即 可 ,因为 AE - AB 等 价 于 AoE - BA 的 充 要 条 。 
件 是 48 与 BA 相似 ,11 相似 就 具有 相同 的 特征 值 ;22Ao - AB 等 价 于 AE - BA 则 它们 的 秩 就 相 
等 

WEBB :A, 750 

A E A E, JE 0 
m s AAE BA "En XE BA] 
A E /4 E A A, (0 A,E-BA| E 0 

(sr "ur -ee MEM B |t E - BAJ 

4. Wt A,B dé n Br EE UERH AB 与 BA 有 相同 的 特征 根 . 

证 明 : 若 0 是 48 的 特征 根 , 则 

ABX =0 . X 20,X 0 

故 AB 不可逆， 

于 是 4,B 中 至 少 有 一 个 不 可 道 ， 

从 而 BARnp3, 

故 ”有 非 零 向 量 X 使 BAX =0, 即 0 是 BA 的 特征 根 . 

设 Az#0 AB 的 特征 根 , 即 

存在 X50 ABX-AX, 

4 Y=BX, 则 AY-ABX-AX»0, 

因此 Ys0, 

于 是  BAY - BABX - B * AX 2 ABX - AY. 

, 即 了 属于 BA 的 特征 向 量 , A 是 BA 的 特征 根 
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同 理 可 证 BA 的 任何 特征 根 也 是 AB. 的 特征 根 . | 
5. E A,B 419 n x m 5i m x n BEBE, n > m, MJ AB 与 BA 的 特征 多 项 式 只 差 一 个 因 
dA", 


B | 
证 令 4 - (4,06 n E3EBE, B, - [o |n BUEBE, t FEB A.B, 与 PA, 有 相同 的 特征 多 


项 式 , 设 BA 的 特征 多 项 式 为 pg( 和) , Bu 

[A1-AB| = lAI-A,B,] 5 [AL - BM, | 
B AI-BA 0 

pr (oem | I | 0 7 AL. 

6. 设 A,B 是 正定 矩阵 , 则 4B 的 特征 根 大 于 0. 

证 阴 ; ZA = PP' ,B = QQ'. ,其 中 

|P|=0. |0]=0. AB = PP'QQ' = (PP'Q)Q' ,但 

(PP'Q)Q' 5j Q'(PP'Q) 有 相同 的 特征 根 ， 

X Q'(PP'Q) = (P'Q)'(P'Q) 是 正定 矩阵 ， 

故 ”Q"(PP'Q) 的 特征 根 大 于 0， 

即 AB 的 特征 根 大 于 0.. 

7. AB n 阶 和 矩阵 ,证 明 :4”=0 当 且 仅 当 4 的 特征 根 全 为 零 

证 明 ; 设 4”=0, 4” 的 特征 根 和 ”=0.A =0. 

反之 , 设 P 14P = 是 4 的 车 当 形 , 则 A-PJP'. 


| -A'"" * (A). 


从 而 A" = PJP 
Ji 0 1 
J; 0 1 
= J, = 
1 

了 0 
i J. 的 阶 数 为 m. , Bü] Ji! 20, BC m = max im] Q,21,2,-,5s. 
那么 J” =0. 


0 A 
8. &5-(, ME 是 n 阶 实 对 称 和 矩阵 ,4 的 特征 根 是 A, ,和 A,，… ,入 ,, 求 B 的 特征 根 . 


解 :因为 4 是 实 对称 和 矩阵 , 故 存在 正 交 算 阵 T, ,使 
À, 


Ed 一 T, 


mri -| T, 0 A 0 Tm _ 0 T'AT, 
IT 0 , ol n" |`] an, 0 | 


T, 
0 


0 T 
, 则 7'7=7, 即 7 是正 交 矩阵 ,7 =| 7 ol 
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0 ;A 
0 : À 
oi " 
m| o — =B, 
À, : 0 
À. | 0 
À, : 0 
B 5 B, 有 相同 的 特征 根 ,下 面 求 B 的 特征 根 
À 1 一 Ai 
À i -AÀ 
à -A 
lA - B, |=] uses Pete 
1 : À 
-A | À 
A, À 


4 A SAU A sisn, FA - B, | 的 i 列 与 第 i+n PUR J| ALI B, | 50. 
令 A= -A,,1<ign, 将 | -A11-Bj 的 i 列 与 第 i+n 列 相 减 得 | -A.I-B,] 20, BJ B ft 
AER I A,,A5,75,A,, 一 A 一 和 2 一 A 
9. Vk n 阶 实 方 阵 4 的 特征 根 全 是 实数 , 且 A 的 所 有 一 阶 主子 式 之 和 ,所 有 
2 阶 主子 式 之 和 全 为 零 ,求证 4 是 " 次 寡 零 阵 . 
证 : 设 4 的 特征 多 项 式 A(A) 2 IAF- Al xA" aA" 1+…+aA+4, 则 - 
-a 是 4 的 一 阶 主子 式 之 和 , 故 a, =0. 


由 多 项 式 根 与 系数 的 关系 知 ， 
Ai +Az+t…+A = -a, =0, (1) 
24474 =0. (2) 


(1) 式 的 平方 -2x(2) :A++A2+… +À =0,A, 为 实数 , 故 和 ;=0, 由 3.40 题 知 4 E EE B 
阵 , 即 存 在 4 使 4 =0,# k «n. 显然 4, =0, 若 hk>n 由 7 题 知 4"=0. 

10. 设 ” 阶 和 矩阵 4 的 主 对 角 线 上 的 元 素 全 为 1 ,其 特征 根 全 是 非 负 数 , 求 证 |4|<1. 

证 明 ; 由 Cauchy 不 等 式 知 ,对 任意 4,0,1 imn, 


n 上 1 n 
有 (Xa)'*—(Xa), 
izl n i-i 
À, rÀ; t7 tA, 


n 


因此 lAl*sQuAz-An)*« 
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11. iZ n [RB BE À = (a; ) 的 特征 根 为 Ali,Az，…Aw 证 明 : PCS 
证 因 4^ 的 全 部 特征 根 为 Ai =1,2,…,n, 所 以 
Xa = 了 (44) = 三 auau 


12. dt A, B 为 实 对 称 和 矩阵 ,证 明 AB - BA 的 实 特 征 值 为 零 . 

证 令 C=45=B4,C =B'4' -A'B'-BA-AB- -C , 

即 C 为 反对 称 和 矩阵 ， 

从 而 其 特征 根 为 0 或 纯 虚 数 ， 

故 AB ~- BA 的 实 特 征 值 为 零 . 

13. t A 是 一 个 n 阶 不 可 逆 和 矩阵 , 试 证 4 的 伴随 和 矩阵 A* 的 特征 根 是 一 个 n 重 零 根 或 一 个 n 
-1 重 零 根 及 一 个 根 All +A; ton +h4,,, 其 中 4 是 ay 在 4 中 的 代数 余子 式 

a À 的 元 素 . 

UEBB:r(4) €&n-1, 

故 r(A'x, 

即 A'HyPEPEDSTGANROACR i22 

TJÀ,A' 的 特征 多 项 式 是 f(A4) 2A" - (An As n A,)AT ， 

# A+A +: +A, 0, 

则 A' 的 特征 根 一 个 是 Ay +A; ++ +A,,. ,其 余 n -1 个 为 零 。 

否则 , 4" 的 特征 根 是 n 个 零 根 。 

14. 设 4,B 是 n 阶 矩阵 ,C 2 AB - BA,C 与 4,B 可 换 且 C=0. 证 明 ; C 不 相似 于 对 角形 . 

证 明 : 若 PCP LC, C, 为 对 角形 矩阵 , 令 P- 4P=4,P-BP=B, 则 Ci=4B=B4, 且 


C, 5 A, ,B, 可 换 . 12 
a l 
a,1, . 
G, = . ,i»j BT a; a; 
al, 
由 A,C, 2C,A, 得 
A, By 
4 B 
4 = n f 。 同 理 ,B = 22 
4 B 


H C, AB, =B4 ,# A;B, = B,A; =al;, 左 端的 迹 等 于 0, 故 右 端 的 迹 亦 应 为 0, 即 a, =0, 
=1,2,”,5, 从 而 C P^' CP, C 0,7 B. 

15. it 4^ = A, UEBH A 相似 于 对 角形 . 

证 明 : 设 和 A 是 4 BUTRAETR, DIETE X50, 

使 AX=AX, 于 是 AX=A*X=AX=AX， 

Bl A*=A,A=0,1 ， 

设 4 是 n 阶 方 阵 ,4 的 属于 和 A =0 的 线性 无 关 向 量 的 最 大 个 数 等 于 mn -r(01-4) 2n - (A), 
属于 和 =7 的 线性 无 关 的 特征 向 量 的 最 大 个 数 为 上 -r(7-4). 
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由 42=4 知 r(7-4) +r(A) =n,， 
又 属于 不 同 特征 根 的 特征 向 量 是 线性 无 关 的 ， 
故 4 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 
即 4 相似 于 对 角形 . 
16. 2 A, B 相似 于 对 角形 ,4B = BA ,证 明 4 ,8B 同时 相似 于 对 角形 . 
À L, 
Ail 
证 : 设 PAP '= Á, = ， 
AJ, 
ij B] ,A,75A,, Xt B, - P^ BP, t8 AB - BA Al AB, 2 B,A, ,从 而 有 
B, 


B, 相似 于 8, 故 相似 于 对 角形 ， 


4 P; BP, = Ci 是 对 角形 , 则 Q- .. , 


是 对 角形 , 故 

Q^"'P^BPQ = C. 

4 PQ =R,Jj R 'BR = C 

另 一 方面 ， 
Py AMP, 

- P5 AL, P,, 

R ''AR=Q''A,Q = = . =A, 
| P 'A,L P. 

BH R -'BR 5 R ` AR 同时 为 对 角形 . 

17. Ut A,B J& n Jr EE, AB = BA, A 5j B 有 一 个 公共 的 特征 向 量 。 

证 : 设 X 是 4 的 属于 入 的 特征 量 ， 

则 AX 2 AX,ABX = BAX =ABX, -…,AB'X  AB'X, 

B X,BX,--,B'" X IEXOXS Ii B'X 可 写成 它们 的 线性 组 合 ， | 

4 L-L(X,BX,--B'! X) ,对 任意 的 YEL, 有 Y=WX+lBX+… 10, BT 我 们 证 明 存在 

Y€L,H BY-zuY,H Y=0. 
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假设 BY =A7, 我 们 有 | 
LBX+1B X +h ,B'XslyuX S lgBX & +l uB X. 
于 是 RhaX € (lg -l) BX e € (0, ul, ;) B" X - 1, ,B'XB'X € I, 
BO TETEC nuu n U n A Ë 
B'X=n X+n BX +: n, ,B*!X 
Jaa =l,Lu =n b =m ho l. 7n, 
则 有 BY-yY. 
因 1 =1, 故 了 #0， 
易 见 总 可 适当 选取 与 4 使 上 面 的 式 子 成 立 . 
因此 YEL, 故 了 是 4 的 特征 向 量 。 
18. it A,B R n BIOBEE,AB = B4。 证 明 4,B 同时 相似 与 三 角形 矩阵。 
证 对 4,8 的 阶 数 n 用 归纳 法 。 
n =1 时 结论 显然 成 立 , 设 n<k 时 ,结论 成 立 ,我 们 证 明 n =k 时 结论 亦 成 立 。 
由 上 题 知 ,4,B 有 公共 的 特征 向 量 X, , 设 AX, = AX, ,BX, =jX,， 
| W X,,X, ,是 于 维 线性 空间 的 一 组 基 , 再 此 基 下 4,B 对 应 的 线性 变化 A, B 的 矩阵 分 
别 为 


和 人 全 


于 是 CO ''AQ=A,,Q BQ- B, , HL AB = BA fH 


人 人 


: B, ; 
| "(5 Ma En Mu, o Bus 
| 0 AB, 0 BA, 
| 又 归纳 假设 A, ,8B, 同时 相似 于 三 角形 , 即 存 在 非 异 矩阵 P, 使 P7! A,P,, P; ! BP, 同时 为 三 
| 角形 阵 
| ls »J: 
À aP, BP, 
mi PAP =| Ë LL | , | 
0 P;'AP, 0 P;B,P, 
是 三 角形 矩阵 . | 


4 P = QP, , ll P^ AP 5j P `! BP 是 三 角形 矩阵 . 
E o 
注 :1) 设 4 是 一 个 = 阶 矩 阵 ,42 =4, 证 明 4 相似 于 一 个 对 角 矩 阵 | N N 


E 
2)# A 是 一 n FrSHHRRAB BELA? = A 则 存在 正 交 和 矩阵 Q ,使 O AQ = | N "| 


3) it 4! - AB! - B, WEB]: 

(1)4 与 有 相同 值 域 的 充 要 条 件 是 4B=B,BA=A4 

(2)4 与 有 相同 核 的 充 要 条 件 是 4B =4,B4 =4( 北 大 教材 P327) 

19. 设 4 是 实 对称 和 矩阵 ,A THA, 分 别 是 4 的 最 小 和 最 大 特征 根 , 则 A - aE( 充 要 条 件 ) 当 a 
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2A, 时 是 负 定 的 , 当 a « A, 时 是 正定 的 ,反之 若 后 面 的 条 件 成 立 , 则 4 的 特征 根 在 (A, ,A,) 之 间 

证 明 : 令 B=4-aE, 则 |AE-B|=|(A+a)E-4| 

于 是 A; 是 4 的 特征 根 当 且 仅 当 A; -a 是 8B 的 特征 根 ,i=1,2,…,n 

— 

24 aA, 时 , 因 A 是 4 的 最 小 特征 根 , 知 A;, -a 20,42 1,2,- n 

即 B 的 特征 根 全 大 于 0, 故 8 正定 | 

当 &a >A, BF, A, 是 4 BBC KAR. ATA; 7a «0,1 21,2, 

BJ B 的 特征 根 全 小 于 0, 故 BB 人 负 定 

E | 
RE a», BZA-aE 负 定 。 设 a 是 4 的 最 大 特征 值 ,证 明 a < 和 ,因此 车 a, > A. DA 
定 存 在 a 满足 a, >a > 入 ,， 

H B fE B 的 特征 根 a, -a<0, 于 是 a, «a 矛盾 ， 

同 理 可 证 4 的 最 小 特征 根 a m A, 

20. 设 4 和 五 为 实 对 称 和 矩阵 ,他们 的 最 大 最 小 特征 根 分 别 为 a,,b, 和 a ,5 ,证 明 4+B 的 最 
大 和 最 小 特征 根 入, ,A; 满足 A, a, +b,,Al za, tb, 

证 明 :由 于 4,8 为 实 对 称 和 矩阵 , 故 其 特征 根 为 实数 

设 4 的 特征 根 为 al ,a,,…,a, 且 a, 三 0 大 … 安 Qnr 

再 B 的 特征 根 为 bi,b,,.%,b, Hb <b,<… eb, 


a, | 


存在 正 交 矩阵 了 使 得 P47=| C 


于 是 

T'(A-aE)T- hom a; -a,20,/21,2,,n 

从 而 4 - a E JEE TEXEABPE , [8] ER B — b, E 为 半 正 定 矩 阵 

于 是 (4 - a, E) + (B -b E 4293 EE EBE ,其 特征 根 大 于 等 于 零 

设 和 为 4+ 瑟 的 任意 一 特征 根 , 则 入 - (a, +b, ) 20 BA (a, +b.) 

特别 A (a, +b.) 

同 理 可 证 A, x (a, +b.) 

21. t A 为 实 对 称 和 矩阵 , 其 特征 根 为 和 A AS Re < A,LDIDSEEE RE BOSE ELE X T A X'X < 
X'AX & A, XX. | 

证 明 :由 上 题 可 知 4 -~ a 是 半 正 定 和 矩阵 ,于 是 Vx 有 

x'(A-A,E)xzO0 , Bl x" Axe A, x? x 

同 理 可 证 x Ax s A, x! x. 

22. 设 4 为 实 对 称 和 矩阵 ,4 的 任意 元 素 cy 20, 

设 和 ,A,,…,A, 是 4 的 n 个 特征 根 证 明 存 在 特征 根 入 = max | 入 ;| 


x 
x 
| 
| 
| 
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证 明 : (i) 若 4 的 每 个 元 素 都 为 零 , 结 论 显然 成 立 
(i) 车 存在 a; 关 0; 由 于 a4 2 0 对 所 有 i,j 都 成 立 , 则 
当 x#0 时 ,x Ax >0 

设 入 是 4 的 最 大 特征 值 ,由 上 题 YVx 有 Axr x> x! Ax 
JA 20 RE AS EE, 


x x 
即 4 的 最 大 特征 根 为 正 数 
对 4 的 任意 特征 根 A;， 
d AX, =A,Xo 其 中 XX = (x, xni) 
令 Y, 2(yi,y y.) ,其 中 y; = |x, | ,于 是 Y, >0 
Wi] Y,'Y, 2 X, X, B. Y,'AY, = | X, AX, | 
Y,AY, |X,'AX, 
AW amy X,'X, 
Bl A = max |, | 
23. 证 明 实 二 次 型 f(x) = X, AXo TETS E X BE | (x) | =1 时 的 最 大 值 , 即 为 实 对 称 和 矩阵 4 
的 最 大 特征 值 
证 明 :4 是 实 对 称 和 矩阵 , 则 3 正 交 抵 阵 Q 使 
À, 


0 


= lA 


À 
QAQ = QIAQ = : 
À, 

其 中 À;&À,X-"7*À, 
XI —UCH f(x) PEIEREZRTPESEÉR X 2 OY, B | (3) | 31, B X'X 51 
那么 
i "Q 2 LA + +À 22 
fox) -x'Ax -JCAX Y Q AY Aui t Aaa n t Au, 
AX YQ QY YY 
ALAS RAYS C) 
yl +y) key n 


4 Y - (0,-,0,1) Jede X, = QY, 使 Kxo) = 


即 结论 成 立 

24. A 是 维 线性 空间 的 线性 变换 ,4* =4 证 明 :4-:(0) +AV = V 

证 明 : Va € A^! (0) n AV, 3B € V 418 a - AB, H Aa =0 

所 以 0 24a 2 A(AB) =48 = AB =a 

Bl o 20 

Ama (0) nAV - 10| 

又 因为 dim AV 4 dim A^! (0) =n 

于 是 dim (A^! (0) « AV) 2 dim AV « dim A^! (0) - dim (A^ (0) nAV) zn 
ELA" (0) «AVZVELA^ (0) & AVE V 


WA 
A za. 


y 
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iE:A7 (0) +AV=V exA^! (0) n AV 2 101( 由 维 数 公 式 既 得 ) 
25. 设 4 是 nn 维 线性 空间 了 的 一 个 线性 变换 ,Vi 15 V, 是 VV 的 两 个 子 空间 , 且 V=V 信 V, 证 
BH A 是 可 首 线性 变换 的 充 要 条 件 是 VV=AV,@AV, 
证 朋 : 一 ” 
车 4 是 可 道 变 换 , 则 4" 存在, 且 也 是 一 个 线性 变换 
. Va € VHT V=V,@ V,,ËK de, € V, ,a, € V, f£ A a =a, +a, 
用 4 作用 上 式 两 边 得 
A(A^!a) =4(a *a;) =4a + Aa; 
A(A la) (AM )uzssea-a 
则 有 a=4a +4a ,4a € AV, ,Aa, € AV, 
故 V -AV,GMV, 
Va € AV, AV, 则 a € V, , Ha € V, 
TÉ 3B, € V, B € V, 使 Ag, - a = AB, 
又 4 是 可 逆 线 性 变换 ,从 而 
Bi A" (AB) 2A" a A7 (46:) =B, 
B Aa € V, D V,, 
于 是 A'"a-0, 
所 以 a =0 
亦 即 V-AV,GAV, 
“=” 
Xi AV,@AV, =V, 则 YB € V,, da, € V,,o, EV 使 得 
B - Aa, + Ao, 
^ a=al+o, 则 
4(a ta) = Aa =Aa + Aa, 


于 是 Aa=8, 
即 4 满 身 
0 -1 0 
26. (1) 设 4=| 0 0 -1|a 若 把 4 着 成 有 理 数 域 上 的 矩阵 ,判断 4 是 否 可 对 角 化 ， 


-2 -3 -1 
写 出 理由 让 车 把 4 看 成 复数 域 上 的 矩阵 ,判断 A 是 否 可 对 角 化 写 出 理由 . 

(2) 设 4 是 有 理 数 域 上 的 n 阶 对 称 秆 阵 ,并 且 在 有 理 数 域 上 A 合同 于 单位 矩阵 1, 用 6 表示 
元 素 全 为 1 的 列 向 量 ,6 是 有 理 数 ,证 明 : 在 有 理 数 域 上 


A b [I 0 
m" NEN i» saca] 


解 :(1)FA) = lAE-A| 2 A5 +A -3a 42 

OA BUS BUB HRIREJÉ €1, +2, 经 检验 +1, +2, 都 不 是 它 的 根 

故 成 4) 无 有 理 根 ,从 而 在 CQ 上 ,4 不 能 对 角 化 

由 于 (AAA) P (O0) =1, 那 么 成 A) 没 有 重 同根 , 即 没 有 重 根 , 故 在 C 上 可 对 角 化 ; 
EE (A) dk C 上 有 重 根 , 则 不 能 判断 是 否 可 对 角 化 , 改 用 其 他 方法 

f(A) =3A +2A -3 
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矩阵 的 研究 


由 f(A)=0, 得 n-1 
W fO) =G Lt 10 (x -1+ I0 


把 A = 二 L 寺 罗 0 代 入 /CA) 都 不 为 零 ,从 而 知 (KA) (A) =1 
(2) 因为 4 合同 于 于 是 习 有 理 数 域 上 可 逆 撼 阵 己 使 4= PP' 


和 ae 


P” Oy/4 0 (P^), 0 /Í 0 
[^ ilo isa sl 0 jl PSA”) 


故 结 论 成 立 

27. 设 o J& GR. E. 维 线性 空间 了 的 一 个 线性 变换 ,用 = 表示 ,证 明 
Qa =zser(eg-c) +r(e +c +o?) =n 

证 明 ; 令 o, ,am ，…a, 为 上 维 线性 空间 了 的 一 组 基 

o? ,o ,e 在 这 组 基 下 的 矩阵 分 别 为 4 A.E 

我 们 只 需 证 明 A! -Eer(E-A) *r(E*A*A) =n 


考虑 以 下 分 块 矩 阵 
E-A O E-A E-A E-A 2E+A 
| 0 pase 0 ra n) l 0 "M 


3E 2E «A 3E — 2E«A E 0 

E +Ë E+A ME 0 +(E- 4) [o an 

因此 A -Eer(E-A) *r(E*A* A) =n. 

28. (1) a = (arar, a.) 9 = (b b, ,b,)! R E EE 4 = og" 的 特征 多 项 式 及 特 
征 值 . 

(2) 设 w= (w, w; iw.) 为 n 维 实 单位 向 量 ,证 明理 =1-2ww ”为 实际 对 称 正 交 和 矩阵 ,并 
求 互 的 所 有 特征 值 . 

解 :(1) 若 a=0 或 B=0, 则 4A=0, 从 而 0 是 4 的 nn 重 特征 根 ,4 的 特征 多 项 式 为 A". 

车 az0 且 Bz0, 则 7(4) =1, 于 是 0 是 4 的 m”-1 重 特征 值 

774 = Xa. =c 

由 于 TrA 等 于 4 的 ”个 特征 组 之 和 , 故 C 是 4 的 特征 值 

则 4 的 特征 多 项 式 为 4" (A -1) 

(2)ww” 21,H" 2 (1-2ww')" 2I -2ww' = 五 则 五 为 实 对 称 和 矩阵 

H'H - HF - (I-2ww') (1-2ww') 21 —4ww! *4w(ww')w! «I 

By H JEIESROBEE 

令 和 A 是 五 的 任 一 特征 值 , 则 ja € 7" (o0) f£ Ha = Aa 

HH zIHo-Aaza,Wij A^ =1 

又 因 瑟 为 实 对 称 矩 阵 , 则 五 的 特征 组 为 实数 

即 和 A=1 或 A=-1 
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令 1 为 刀 的 上 重 特征 组 , 则 -1 9 H B) n -c RURRIETG 

TrH 2n -2(w +u * +u) =2 一 m( 由 特殊 的 单位 向 量 即 知 ) 
于 是 n-2z2t-(n-1) 22t-n 

Bl t=n-l 
Afi,lJÉHügn-1UtTHEB,-14E H BJ 1 重 特征 值 

29. it A,B E n FABER, AB ZA B 

(1) uEBH:A,B 的 特征 根 关 1 

(2) 设 A,As,…,A。, 是 4 的 特征 根 , 求 8 的 特征 根 

证 明 :(1)(4~-E)(B-E)=A4B-A-B+E=E, W 
(B-E)(A-E)=BA-A-B+E=E 

因此 AB-BA, |4-E||B-E|=1 

因 |4 -E018-E|z0, 则 1 是 4,8 的 特征 值 . 

(2)4a; =Aia,i=1,2,.…,n 

H 4B=BA, 得 (BA)a,=B(Aa,) = AjBa; = (AB)a; = Aa, + Bo; 
于 是 (A; -1) Ba; 2 À;a 


À; . 
Ba; A m 60, o 1,2, ;n 


即 B 的 特征 值 为 =,i=1,2,…n 


30. 设 4,B € P" ,A 在 数 域 P 中 有 nn 个 不 同 特征 值 ,证 明 :4 的 特征 向 量 都 是 B 的 特征 向 量 
SAB = BA I 

证 了 明 : 一 ” 

“AA, A, 是 4 的 ”个 不 同 特征 值 ， 

则 £ =wtisi=1,2,…,n ,使 AE AK. 

XX Bë, = ut; 

令 了 = (& £e) , Hi & eue, 线性 无 关 , 则 了 可 逆 . 


Àu, 
T (AB)TZT AT. T'BT= T !BT- emer ` | 
À,u 


故 有 4B = BA 
“=” 
A£; 7 A,£;, MUJ BA£, = A,B£; - ACBE,). 

于 是 B£, 是 4 的 属于 特征 值 A; 的 特征 向 量 或 者 B£, = 0. 

# BE, =0, 则 ;是 8 的 属于 特征 值 0 的 特征 向 量 ; 

zi B£, 7*0, A,,A5 77, A, 互 异 , 则 dim V; =1, 于 是 

£; Jé 内 的 基 , 因 此 B£, = u,ë; 

故 结论 成 立 

31. Wt n ZÓBRE A 的 nn 个 特征 值 互 异 ,是 B 与 4 有 相同 的 特征 值 
试 证 明 : 存 在 n ZR n kB BE: P n SOBRE Q A = POI B = QP 
证 明 : 令 和 ,A,,…,A, 是 4,B 的 n 个 互 异 的 特征 值 
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AE Bi rr Ad C. 


JA fr#En| m EE T, T, 使 
À, 
T''AT, = …， -T; BT, 
A. 
于 是 T,T/'AT T;' = B 
4 AT,T; -B,W| P ''AP = B 
令 P-'4=0 则 4=PO , B = Q0P. 
32. i À 是 nn 个 特征 值 互 不 相同 的 n Br yE, B ,C 是 适合 4B = BA,AC = CA 的 两 个 n 级 方 
阵 ,证 明 ;BC = CB. 
WEBB: A,A,,…,A, 是 4 的 nn 个 互 不 相同 的 特征 值 , 则 4 与 对 角 和 矩阵 相似 
À, 
4 T, AT, = u ,由 AB = BA , ij 
À, 
T"(AB)T-T (BA)TsT AT- T" BT- T BT- T^ AT 
4 T' BT-B,z-(b,),,,,5,j21,2,,n 


Al b, by `“ bi, b, bo Ut b,, Al 
À; b, b Ut b,, _ b, b; Ut b,, À» 
À, bs b. `". b,, bn bo Ut b, À, 


BU Abi z5;A,4j 71,2, 
当 izj 时 by =0, 于 是 B, 为 对 角 和 矩阵 , 令 B, = diag(u, u; , 7 ,u,) 
同 理 T^ CT = C, 也 是 对 角 和 矩阵 令 C, = diag (ki ,bk , k.) 
T'BCT-T BT T CT «diag(uk, ,ujk, ,--- u, k.) 
同 理 — T^ (CB)T -diag(u,k, uk, ,-- u k.) 
从 而 有 BC = CB. 
33. 设 4,8 为 任意 两 个 n 级 矩阵 ,证 明 48 与 BA 有 相同 的 特征 多 项 式 `- 
证 明 :( 0 MI PEN "s ) 

"0 AEAE B AE AB 


两 边 取 行列 式 得 :| ” |= cootra] 
| , MH ^] "Gu mi *] 
两 边 取 行列 式 得 :A"| ” e] =( DA"1AE- BAI 


从 而 (1)"A"|AE-AB|=(-1)"A"|AE - BA| 

即 |AE-AB|=|AE - BA| 

34. 设 4,B E: n 阶 复 和 矩阵; 且 4B =B4, 证 明 : 

(1)4, B 有 公共 特征 向 量 

(2) 如 果 4,B 都 相似 于 对 角 甜 阵 , 则 存在 同一 可 送 复方 阵 了 使 得 7"'47 5 T^! BT 同时 为 对 
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ft kE Br. ' 

证 明 :(1) 设 和 是 4 的 特征 值 ,a ,a,,…,a, 是 V, 的 一 组 基 , 则 Ae, =Aai,i=1,2,.…,s 
Hj AB - BA 5l A( Ba) = B(Ao;) = A(Baj) 

因此 Bo; € V, ,j=1,2,…,s, 令 


dj 
Bo," (20s) |, liens 


于 是 B(a, ,05,',0,) = (a, ,0,,'7,0,) D 
设 u 是 DD 的 一 个 特征 值 ,(c ,cs,…,c,)"z0 是 DD 的 属于 4 的 特征 向 量 
令 x —- 06; + G; te +a,c, 


由 a EVWV,azx0, 则 a 是 4 的 属于 和 的 特征 向 量 


另 一 方面 
€, 2 ^ 
Ba=B(o as sn) je je Je 
C, Cs ^ 
于 是 结论 成 立 


(2) 对 阶 数 n 用 数学 归纳 法 证 明 

(让 当 n=1 时 ,结论 成 立 

(D) BOE n - 1 时 结论 成 立 

(i) 当 阶 数 为 n 时 ,由 (1) 知 4,8 存在 公共 的 特征 向 量 o, , 
因 4 与 对 角 阵 相似 , Aa; -Àja,j-1,2,-,n 

4 V, 2 L(a,,0,,*:,0,) , A(Baj) 2Aj(Baj) j 22,*,n 
因此 Ba € V, CV, 


u 0 
B(a ssa) Css (0 8 | 
] 


À, ,| 


A Q, 7,04) — , |. C, 
(24,05 ,,0,) = (24,0; «Js ñ 


I u Oy. A! 0 » 
SP= (2, sa) REB S P( s A=7(, 4 
1 1 


由 4B=B4, 则 4,B = B.A, 
由 归纳 假设 ,存在 n -1 BrREXÉSBEE 0, ,使 0 4 0 ,0 B,Q. 同时 为 对 角 阵 。 令 


°° Ë o rep, MUAT T^ BT 同时 为 对 角 阵 


35. VE V E: n Zt] s B] ,f,g 是 V 上 的 线性 变换 ( 即 f,g EL(v)), 且 f 有 n 个 互 异 的 特征 
值 ,证 明 fg =g/ 的 充 要 条 件 是 g fo =e ff. ”的 线性 组 合 . 

证 有 阴 :“<=” 

车 g 是 广 ,f,…,f” 的 线性 组 合 , 则 局 =g/ 是 显然 的 . 

JC 

4 AA. A, JE f BJ n 个 互 异 的 特征 值 , 则 

f(a;) 2A,2;,0;70,121,2,-,n 

从 而 a ,oa 7,0, 是 了 的 一 组 基 
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4 g(ao,,0,,',0,) = (0a,0 ay) 有 


H T fa = af, WW AB =B4, 于 是 B 为 对 角 阵 


u, . 
< b= ,再 令 一 个 m -1 次 多 项 式 h(x) 2a, tax a, x" 
u, 
ao +t aAy o a, Al =u 
n-—1 

Gy +a À; t ta, À, =u, 
对 于 方程 组 . 

Co tGjÀ, t+ +a À, =u, 


SOCII ERE DUR D0, 因 此 满足 

h(a;) 2uj,iz1,2,-,n 的 这 个 条 件 多 项 式 h(x) 存 在 
X f(go)=0 

所 以 


u, 
g(a,,0,,*,0,) tnn eL | 
u, 
h(À,)) 
= (a, s 


于 是 g =h(/) 

36. 设 o 是 属于 P[x] 上 线性 空间 V 上 的 线性 变换 ,f(x) =g(x)h(x)EP[x] 是 使 f(o) = 
的 多 项 式 , 并 且 (g(x) ,h(x)) 21, Vi z(g(0)) (0),V=(h(o)) '(0) 

MEB]: (1) V, 53 V, 都 o 是 一 子 空间 . 

(2)V = V,@ V, 

uFHB:(1) Va € V, zg(c)a =0 ,从 而 

g(a)(a(a)) - (g(o)a)a2o(g(o)a) 2a(0) 20 

因此 ,o(a)€EV,V 是 og 一 子 空间 

同 理 可 知 , V, 是 er 一 子 空间 . 

因 (g(x) ,h(x)) =1 , 则 u(x)v(x)€P[x], 使 

g(x)u(x) - h(x)v(x) =1 

进而 &a(oc)u(o) *h(o)v(o) =£ (—) 

Va€V,,a-sa-g(o)u(o)a*h(o)v(oc)a «—» 

H f(o) 20, TE h(o) (a(o)u(o)a) 20,2(o) (h(a)v(o)a) =0 

从 而 h(o)(g(oc)u(c)a) € V,,g(a) (h(a)v(a)a) € V, 

因此 V=V, + V, 

XVa€C€V,nV,llig(c)u-0,H h(o)a-0 

由 (一 ) 有 a-g(e)u(c)a*h(o)v(o)a 

于 是 页 站 万 =10}， 

故 V=V @ V, 


-h(g)(a, ,05 ,77,0,) 
h(A,) 
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第 六 章 线性 变换 与 矩阵 


37. dt n SUB EE A 是 可 道 的 ,证明 A 的 逆 和 矩阵 与 伴随 矩阵 4 "都 可 以 表示 为 4 的 多 项 式 
证 明 : 设 4 的 特征 多 项 式 

f(A) S |ÀAE-A| A" «a, ,A + +a À +a 

由 于 4 可 道 , 则 ao = ( 71)" [4| 0 

由 哈密 顿 一 凯 莱 定理 

f(A) 24* «a, A"! +. +a,A c a,E =0 

从 而 A(A" +a, ,A" +. +a E) = -a E 


于 是 A`'= -二 (4" ta, ,A' +... +a E) 
0 
A'-|Al4" = -A +a,_1A" | c +a E) 
0 


-(^1)a(A" a, ,A" ! +.… +a, E) 
38. VE A E m 阶 方 阵 ,B 是 n 阶 方 阵 ,C 是 mxn 阶 方 阵 ,证 明 : AX + XB = C 有 唯一 解 当 且 仅 
24 Ai + 万 天 0 FP Aus 分 别 为 4,B 的 任 一 特征 根 。 
证 明 : 要 证 本 题 只 要 证 明 AX +XB =0 只 有 零 解 当 且 仅 当 A; 4,750 即 可 . 
设 
A, B, 


-1 - _ -1 _ B _ 
P''AP = =J, Q"!PQ = . =M 


Ás By 
分 别 是 4 与 召 的 若 当 标准 形 。 
d AX € XB -0,B] PJP^'X- -X0MQ 1, X, Z P^ XQ,WI X = PX Q! E JX, = - X, ME 
X, 分 块 使 与 J.M [3 , X = (X4),a21,2,7,5,8-13,2, 5X I p. X pg 矩阵 ,p。 pa 分 别 
JM, XF BJ PAR RO IPC, RTI A, m ALL, +H, ,Bg m us m ual, + HUP HH, AERIS 
形 如 
0 1 


的 矩阵 
Bi AX XB 20,18 (ALL, +H,,) Xs - Xu (ugls + Ha) 

BB (A, *tug)Xg = 一 LuX + XH) ; 

Am (À, +nue) X, = ( -Dr Z CH;X,H,. 

fH Hj. -0,H5 20, Bt rzp, * qs, ll a p, S r2, Ali Hj, =0 m H; 20, BBCA, tus) Xs 
-0, HT A, +n 7:0 B X. 20, BI AX XB -0 有 唯一 零 解 。 

反之 , 若 48+8B =0 只 有 零 解 , 则 JX, € X, M 20 只 有 零 解 ,从 而 必 有 A, tus = ,否则 , 若 
À, *ug =0, 则 由 (A。+Hs)Xo = - (HX, * X 4H) 直接 解 矩 阵 方程 可 得 X , 0 
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矩阵 的 研究 


1. 数 域 : 

(1) 设 P 是 由 一 些 复数 组 成 的 集合 ,其 中 包括 0 与 1. 如 果 P 中 任意 两 个 数 的 和 、 差 . 积 、 商 
(除数 不 为 零 ) 仍 然 是 中 的 数 ,那么 P 就 称 为 一 个 数 域 . 

(2) 如 果 一 个 包含 0,1 在 内 的 数 集 已 对 于 加 法 ,减法 .乘法 与 除法 (除数 不 为 零 ) 是 封闭 的 ， 
那么 P 就 称 为 一 个 数 域 . 

性 质 :所 有 的 数 域 都 包含 有 理 数 域 作 为 它 的 一 部 分 (有 理 数 域 是 最 小 的 数 域 ). 

2. 一 元 多 项 式 : 

设 是 一 非 负 整数 ,形式 表达 式 

MC o (1) 

其 中 ao ,a ,… ,a,€ 了, 称 为 数 域 P 上 的 一 元 多 项 式 . 其 中 ,aix 称 为 i 次 项 ,a 称 为 i 次 项 的 
系数 .如 果 a, 关 0 ,那么 a,x" 称 为 多 项 式 (1) 的 首 项 ,a, 称 为 首 项 系数 ,n 称 为 多 项 式 (1) 的 次 
数 . 多 项 式 作 x) 的 次 数 记 为 9(f(x) ). 

注 :(1) 系数 全 为 零 的 多 项 式 称 为 零 多 项 式 , 记 为 0. 

(2) 零 多 项 式 是 唯一 不 定义 次 数 的 多 项 式 . 

(3) 8(f(x) *g(x)) &max (O(f(x)) ,8(g(x))) ,aUf(x)g(x)) 28(f(x)) +a(g(x)) 

上 面 的 结果 都 可 以 推广 到 多 个 多 项 式 的 情形 . 

3. 整除 :如 果 有 数 域 P 上 的 多 项 式 h(x) 使 等 式 f(x) =g(x)h(x) 成 立 , 则 称 多 项 式 e (x) E 
除了 (x) 或 者 称 fx) 被 g(x) 整除, 用 “g(x) 1f(x)” 表 示 ; 用 “g(x) 1f(x)” 表 示 g(x%) 不 能 整除 f 
(x) ,或 者 称 所 x) 不 能 被 e C) 整除 . 

4. 最 大 公 因 式 : PL[x] 中 多 项 式 d(x) 称 为 x) ,g(x) 的 一 个 最 大 公 因 式 ， 

(1) 如 果 它 满足 下 面 两 个 条 件 ; 

1)d(x) d& f(x) Sj g( Xx) PSRERN ; 

2)f(x) ,g(x) 的 公 因 式 全 是 d Cx) 的 因 式 ， 

(2) 如 果 它 满足 下 面 两 个 条 件 : 

1)d(x) f& f(x) 5i g( x) B]ASBRISN ; 

2) 有 PLx] 中 多 项 式 u(x) ,v(x) 使 d(x) 2u(x)f(x) *v(x)g(x). 

P[x] 中 两 个 多 项 式 九 x) ,8(x) 称 为 互 素 ( 也 称 为 互 质 ) 的 ,如 果 

5. 互 素 : 若 两 个 多 项 式 除去 零 次 多 项 式 外 没有 其 他 的 公 因 式 . 即 (f(x) ,g(x)) 81. 

6. 不 可 约 多 项 式 (irreducible polynomical) : 数 域 P 上 次 数 =1 的 多 项 式 p(x) 如 果 不 能 表 成 
数 域 P 上 的 两 个 次 数 比 p(x) 的 次 数 低 的 多 项 式 的 乘积 . 
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7. 重 因 式 : 不 可 约 多 项 式 p(x) 如 果 满 足 p*(x)1f(x) IB p^ (0) (z) , 则 称 为 多 项 式 f(x) 
的 上 重 因 式 ， 

8. 最 小 多 项 式 ;次数 最 低 的 首 项 系数 为 1 的 以 4 为 根 的 多 项 式 称 为 4 的 最 小 多 项 式 . 

带 余 除法 对 于 P[x] 中 任意 两 个 多 项 式 f(x) 与 g(x) ,其 中 g(x) #0 ,一定 有 P[x] 中 的 多 项 
X GO) ,r(x) 存 在 ,使 

f(x) =q(xz)g(x) +r(x) 

成 立 , 其 中 9(r(x)) «a(g(x)) SUE r(x) =0, 并 且 这 样 的 9(x) ,r(x) 是 唯一 决定 的 . 

定理 1 PlLxj] 中 两 个 多 项 式 f(x) ,g(x*) 互 索 的 充 要 条 件 是 有 P[x]j] 中 多 项 式 u(x) (x) ,使 
得 w(x)f(x) *v(x)g(x) =1. 

G G0 (x) fO) = CUL GO px) e fa G2) f OG) 

定理 2 — ARAS RTZS ZERO, p (x) R& EG, f(x) ^ k( kz 1) RE PRGAS 8B p Co) Est td P 
(x) BS k —1 重 因 式 . 

定理 3 不 可 约 多 项 式 p(x) 是 多 项 式 f(x) 的 一 个 因 式 , 若 p(x) 是 微 商 f (x) 83 k - 1 重 因 
式 , 则 p(x) 是 多 项 式 f(x) 的 一 个 上 (k 宇 1) 重 因 式 . 

推论 1 如 果 不 可 约 多 项 式 p(x) 是 多 项 式 扩 x) 的 一 个 k(k 宇 1) 重 因 式 ,那么 p(x) 是 f(x%x)， 

FG vn ,f(x) 的 因 式 ,但 不 是 /A* (x) BS REC 

推论 2 不 可 约 多 项 式 p(x) 是 多 项 式 f(x) 的 重 因 式 的 充 要 条 件 是 p(x) 是 f(x) 与 f(x) 的 
公 因 式 . 

推论 3 多 项 式 f(x) 没 有 重 因 式 e> (f(x) ,f(x)) =1 

定理 4( 余 数 定理 ) 用 一 次 多 项 式 去 除 多 项 式 f(x) ,所 得 的 余 式 是 一 个 常数 ,这 个 常数 等 于 
函数 值 f(a). 


由 余数 定理 得 到 根 与 — Z. 

推论 o Rf) BRI TESEIR IE (x — o) UC). 

定理 5 P[x|rP nU X (nz0) feos, P rpESIBARRISEZCT ”个 , 重 根 按 重 数 计算 . 

定理 6 如 果 多 项 式 f(x) ,g(x) 的 次 数 都 不 超过 ,而 它们 对 n+1 个 不 同 的 数 有 相同 的 值 ， 
BI f(a;) =g(ai), 则 f(x) =zg(x). 

代数 基本 定理 ”每 个 次 数 三 1 的 复 系数 多 项 式 在 复数 域 中 有 一 个 根 . 即 每 个 次 数 宇 1 的 复 
系数 多 项 式 在 复数 域 上 一 定 有 一 个 一 次 因 式 . 

复 系数 多 项 式 因 式 分 解 定 理 ”每 个 次 数 =1 的 复 系数 多 项 式 在 复数 域 上 都 可 以 唯一 地 分 解 
成 一 次 因 式 的 乘积 . 

实 系 数 多 项 式 因 式 分 解 定 理 ”每 个 次 数 =1 的 实 系数 多 项 式 在 实数 域 上 都 可 以 唯一 地 分 解 
成 一 次 因 式 与 含 一 对 非 实 共 圈 复数 根 的 二 次 因 式 的 乘积 . 实数 域 上 不 可 约 多 项 式 , 除 一 次 多 项 
式 外 ,只 有 含 非 实 共 轿 复数 根 的 二 次 多 项 式 . 

定理 7 (Gauss 引 理 ) 两 个 本 原 多 项 式 的 乘积 还 是 本 原 多 项 式 . 

定理 8 设 作 x) ,g(x) 是 整 系数 多 项 式 ,日 g(%) 是 本 原 多 项 式 ,如 果 

f(x) =g(x)h(x) ,其 中 h(x) 是 有 理 系数 多 项 式 ,那么 h(x) 一定 是 整 系数 多 项 式 . 

定理 9 设 f(x) =a x" +a x a, 


是 一 个 整 系数 多 项 式 . 而 二 是 它 的 一 个 有 理 根 ,其 中 r,s 互 泰 ,那么 
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(1)sia。,rlao; 特 别 如 果 大 zx) 的 首 项 系数 a, =1, 那 么 用 %) 的 有 理 很 都 是 整 根 ,而 且 是 a, 的 
BT. 


(2) f(x) = (x - 42, 


其 中 4(x) 是 一 个 整 系数 多 项 式 . 

定理 10( 父 森 斯 坦 (Eisenstein) 判 别 法 ) 设 

f(x) sa,x" «a, x" 7 +a 

是 一 个 整 系数 多 项 式 . EUR — TO 32 p ,使 得 

1.pla，; 

2. pla,.1,0,.5, 0; 

3. p'la,. 

则 多 项 式 f(%) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

综合 除法 

根据 余数 定理 ,要 求 1x) 当 x=c 时 的 值 ,只 需 用 带 余 除 法 求 出 用 x — c BR f(x) 所 得 的 余 式 . 
但 是 还 有 一 个 更 简便 的 方法 ,叫做 综合 除法 . 


WEf(x)-a,x'-*a, jx" l +" tax ag 


g(x)x-c 
C 10, Cn -1 G, -2 Ut c, Go 
ca, cb! *% cb, cb, 
a, b,, b, b bo 
则 g(x) =a," +b. x" 2 + +b,x +b, 
r( x) =b, : 
表 中 的 加 号 通常 略 去 不 写 . 


Bi 用 x+3 除 f(x) 2a! +x?2 +4x -9. 
例 2 求 下 使 Kx) 2x! 5x «5x. + kx «3 能 被 x 一 3 整除 
注 : 若 f(x) 缺 少 某 一 项 ,在 作 综 合 除 法 时 该 项 系数 的 位 置 要 补 上 零 . 
拉 格 朗 日 插值 公式 
已 知 次 数 <n 的 多 项 式 及 x) 在 x=c(i=1,2,…,n+1) 的 值 为 
f(e;) =b(i=1,2,:- ,n+1). 
KfGO = XkG ce) mea) meua)mG mea) 
依次 令 x=c 代 入 f(x) ,得 
b; 
kas (e; 26) (e - 6a) €6 -ce (e, 76.) 
Sb(x-e)v(x-6)(x-64):7(x-76,) 
f) = te -e)Gi-ea)€eo76u):7(6 — can) 
这 个 公式 叫做 拉 格 朗 日 (Lagrange ) 插 值 公式 . 
例 3 求 次 数 小 于 3 的 多 项 式 f(x) ,使 
f) =1,/( -1) =3,/(2) 23. 
所 谓 n 次 多 项 式 f(x) 表 成 x-a BJ aE, SLE f(x) REIR 
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f(x) =b, (x-a)" tb, (x-a)' e +b (x-a) +b 

的 形式 . 如 何 求 系数 5,,6,-1，…,b1,b0, 把 上 式 改写 成 

f(x) =[b, (x -a)! «b, (x-a)” + +b (xa) +bo, 
就 可 看 出 bo SALE f(x) 8 x — a 除 所 得 的 余数 ,而 

q (x) =b, (x-a)""' tb, (x- a)" tb, 

就 是 f(x) 被 x — a BRETT E. 又 因为 

q (x) 2 [5, (x 7a) ^ &b, (x70) +o *b,](x-a) tb. 
又 可 看 出 b, 是 商 式 gi(x) 被 x -a 除 所 得 的 余 式 ,而 

q; (x) zb, (x -a)"? tb, (x- ma)" 2 +- +b (x -Qa) +b,. 


就 是 qi (x) 'BE x -a 除 所 得 商 式 . 这 样 逐 次 用 x — o 除 所 得 的 商 式 ,那么 所 得 的 余数 就 是 bo , 


sb ,b,. 


例 4 将 f(x) 2(x-2)* «2 (x -2) -3 (x -2)! € (x -2) +5 展 开 成 x 的 多 项 式 . 
解 令 y=x-2, 则 *=y+2. 于 是 

fíy *2) =y* £2y -3y *tyc5. 

I] Bias Jg ER y! «2y! -3y! «y «5 表 成 y+2( 即 *) 的 方 赛 和 ， 


-2 | 1 2 -3 1 5 
*) -2 0 6 -]4 
-2 | 1 0 -3 7 | -9 
+) -2 4 -2 

-2 | 1 -2 1 | 5 

+) -2 8 

-2 | 1 -4 | 9 

*) -2 

1 |! -6 


所 以 f(x) zx -6x «9x «5x -9. 
注 将 f(x) 表 成 x -a 107; EU J a 写 在 综合 除法 的 左边 ,将 x -a 的 方 赛 和 展开 成 x 的 


多 项 式 , 那 么 相当 于 将 x*) 表 成 (x — c) +c 的 方 赛 和 ,要 把 — c 写 在 综合 除法 的 左边 . 


性 质 

1. 任 一 多 项 式 凡 xx) 一 定 整除 它 自身 . 

2. 零 多 项 式 只 能 整除 零 多 项 式 , 但 任 一 多 项 式 f(x) 都 能 整除 零 多 项 式 0. 
3. 零 次 多 项 式 , 即 非 零 常数 ,能 整除 任 一 个 多 项 式 . 

4. f(x) lg(x) ,g Cx) 1f(x) ,Dül f(x) 9 eg Cx) ,其 中 为 非 零 常数 . 

5. & f(x) lg(x) ,g(x) Vh Cx) DUE f(x) 1h(x) (整除 的 传递 性 ). 

6. 3 f(x) hg, (x) £8 1,2, 7r DUI 

flx)1(u (x)g (x) +u,(sw)g,(x) +° +u(a)g,(z)), 

其 中 u(x) 是 数 域 P 上 任意 的 多 项 式 . 
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7. SG) ,g(x)) 21, Bf) Gg) h(x) ,那么 fx) 8x). 

8. SUR f, (x) lg Cx) fo Go) Mx) EEG (z) fo (0) 2 1,384 fi (0) (X) Ta C). 

9. SCA GO 8 G0) 21,06 G2 ,g()) 21A C GO G0 82) 21 

10. 设 f,g 是 多 项 式 , 若 (f,g) =1, 则 (f+g,f8) = 1. 

11 若 多 项 式 h(x) lf (x)fp (x) f(x) h(x) A(x) ,fi (%) fia (xz), f.) 

互 索 , 则 h(x) lf(x) (1i s). 

12. 若 多 项 式 广 (xz) ,f(x) ,…,f/.(%*) 都 整除 h(x), 且 有 (x) ,f(x),…,f.(x) 两 两 互 素 , 则 了/ 
(GO fa (2) f c) Ax). 

13. 若 多 项 式 放 (xz) , 记 (x),… ,f(x) 都 与 h(x) 互 素 , 则 (f(x)f (x)…f(x) (xz)) =1 

14. p(x) 是 不 可 约 多 项 式 ,对 于 任意 的 两 个 多 项 式 作 x) a) ,由 p(x)1f(x)g(x) 一 定 推出 
p(x) Vx) BUB p(x) lg(x). 

15. 对 于 不 可 约 多 项 式 p(x) E p(x) fi (x) f G0 f G0 , 则 p(x) 一 定 整 除 这 些 多 项 式 
之 中 的 一 个 . 

16. 若 f(x) 的 各 项 系数 同 号 , 则 x) 无 正 根 . 

17. 若 多 项 式 刀 x) 的 奇 次 项 和 偶 次 项 符号 相反 , 则 .所 zx) 无 负 根 , 

18. 实 系 数 多 项 式 f(x) 的 正 根 个 数 等 于 它 的 系数 的 变 号 数 ,或 较 系 数 的 变 号 数 多 一 个 偶数 . 

19. 奇 次 实 系数 多 项 式 至 少 有 一 个 实数 根 . 

20. 实 系数 多 项 式 的 实 根 个 数 与 其 次 数 有 相同 的 奇偶 性 

i£ (1) 两 个 多 项 式 之 间 的 整除 关系 不 因 系数 域 的 扩大 而 改变 . 

(2) 对 于 任意 多 项 式 凡 xz) f(x) = (/(x) ,0) ;特别 地 ,两 个 等 多 项 式 的 最 大 公 因 式 就 是 0. 

(3) 带 余 除 法 中 必须 g(x) zz0, 但 g(x) 1f(%x) 中 ,g(x) 可 以 为 零 , 当 g(x)1A(x) 时 ,如 g(x) 关 


0,g(x) 除 f(x) 的 商 a GO 有 时 也 用 人 2 来 表示 


(4) 两 个 多 项 式 Ax) 与 g8(%) 必 然 存在 最 大 公 因 式 , 且 最 大 公 因 式 是 FLx) 与 g(x) 的 组 合 ; 
RE VE d(x) E f(x) ,g(x) 的 一 个 组 合 ,但 d(x) 不 一 定 是 f(x) ,g(x) 的 一 个 最 大 公 因 式 . 例如 令 

f(x) =x,g(%) =x+1, 

则 x(x+2) +(x+1)(x-1)=2x +2x-1.. 

但 2x «2x -1 显然 不 是 fx) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 . 

(S) BR G0) ,f(x),…,f(x)) 8 1,3 fO) fa (9) (xz) 就 称 为 互 素 的 ,但 并 不 代 
表 两 两 互 素 . fJ 

f(x) 2x! - 3a «2, (x) 2x! - 5x 4 6, (x) = 妈 -4x+3 是 互 素 的 ， 

fRCA GO ,f(x)) 8x -2. 

(6) 一 次 多 项 式 总 是 不 可 约 多 项 式 , 但 在 复数 域 上 不 可 约 多 项 式 只 有 一 次 多 项 式 ， 

(7) 一 个 多 项 式 是 否 可 约 是 依赖 于 系数 域 的 . 

(8) 不 可 约 多 项 式 p(x) 与 任 一 多 项 式 f(x) 之 间 只 可 能 有 两 种 关系 ,或 者 

px) Vx) BÉ (pO) ,f(x))=1 

(9) 不 可 约 多 项 式 p(x) 是 多 项 式 f(x) 的 上 重 因 式 的 充 要 条 件 是 存在 多 项 式 g(x) ,使 得 f 
(x) =p'(x)g(x),H p(x) lg(x). 

(10) 在 重 因 式 中 ,如 果 和 =0,p(x) 不 是 x) 的 因 式 ;如 果 k=1,p(x) 称 为 A(x) 的 单 因 式 ;如 
果 k>1, p(x) 称 为 x) 的 重 因 式 ,k 重 因 式 和 重 因 式 是 两 个 不 同 的 概念 ,而 且 重 因 式 不 因 系 数 


| 
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域 的 扩大 而 改变 . 
(CHD) 如 果 (* - a) 8 f(x) BJ k ENS. 当 上 =1 时 ,a 称 为 单 根 ; 当 上 >1 时 ,a 称 为 重 根 . 
《12) 多 项 式 刀 xz) 有 重 根 , 则 定 有 重 因 式 ; 但 大 x) 有 重 因 式 , 未 必 有 重 根 . 


(13) 如 果 a 是 实 系数 多 项 式 /(x) 的 复 根 ,那么 a BJ 3ESi39k oa 也 是 f(x) 的 根 ,并 且 a 与 a 有 
同一 重 数 . 即 实 系 数 多 项 式 的 非 实 的 复数 根 两 两 成 对 . 


$2 多 项 式 与 矩阵 
1. 形 如 : 
a, A" a, ,A"  & +a A +a E 
的 式 子 称 为 方 阵 4 MS ERR, 


2. 次 数 不 超 过 m BS n Br À 3EBE B(A) 总 可 写 为 

B(A) =B,A”"+B, A" e « BjA* B, 

其 中 ,B.(i=0,1,…,m) 为 n 阶 常 系数 矩阵 , 称 该 式 为 A SBPE B(A) 的 多 项 式 写 法 . 

3. 设 4 为 n 阶 矩阵 ,如 存在 多 项 式 p( 和 ) 使 得 pg(4) =0, 则 称 w(A) 为 4 的 化 零 多 项 式 . 

4. n 阶 和 矩阵 4 的 所 有 化 零 多 项 式 中 ,次数 最 低 且 首相 系数 为 的 多 项 式 称 为 4 的 最 小 多 项 式 ， 
TWN m(À). 

5. 对 数 域 P 上 的 一 个 多 项 式 

d(A) A" «ajÀA 十 二 


称 矩 阵 
0 0 0 -a 
1 0 0 -a,; 
A=| O 1 0 G. 
0 O m 3 ca 
为 多 项 式 d( À ) 的 伴侣 阵 
6. 下 列 准 对 角 和 矩阵 
4, 
4, 


A= . , (6) 
A, 

其 中 A, 分 别 是 数 域 P 上 某 些 多 项 式 由 人 (A) (21,2, ,5) BÜPEARPE, EL E d CA) 1, CA) I 
1d, (A) ,4 就 称 为 P 上 的 一 个 有 理 标 准 形 和 矩阵 . 

定理 1 (Cayley - Hamilton) 定 理 设 4 为 n 阶 和 矩 阵 ,f(A) 是 4 的 特征 多 项 式 , 则 f4) =0. 

定理 2 ”多项式 p(A) 为 矩阵 4 的 化 零 多 项 式 的 充 要 条 件 是 4 的 最 小 多 项 式 m( 和 A) |p(A). 
特别 地 ,有 mCA) [FCA) , 即 4 的 最 小 多 项 式 为 其 特征 多 项 式 的 因 式 . 

定理 3 ”相似 矩阵 有 相同 的 最 小 多 项 式 . 

定理 4 nf EPE A 的 最 小 多 项 式 等 于 它 的 特征 矩阵 AE - A 中 的 第 个 不 变 因子 , 

推论 1 方 阵 4 的 特征 多 项 式 的 根 必 是 其 最 小 多 项 式 的 根 . 

推论 2 ” 若 和 矩阵 4 的 特征 多 项 式 的 根 互 异 , 则 它 的 最 小 多 项 式 就 是 特征 多 项 式 . 
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定理 5 设 g(x) 是 矩阵 4 的 最 小 多 项 式 ,那么 f(x) 以 4 R 33 4 g (x) EER f(x). 
定理 6 天 级 若 尔 当 块 


a \ 


J= 


l a 
的 最 小 多 项 式 为 (x — a)". 
定理 7 n 阶 和 矩阵 A 相似 于 对 角 和 矩阵 的 充 要 条 件 为 A 的 最 小 多 项 式 m( 和) 没有 重 零 点 . 
定理 8 GAP bn 级 扼 阵 4 与 对 角 甜 阵 相似 的 充 要 条 件 为 4 的 最 小 多 项 式 是 已 上 互 素 的 
一 次 因 式 的 乘积 . 
推论 ”复数 矩阵 4 与 对 角 和 矩阵 相似 的 充 要 条 件 是 4 的 最 小 多 项 式 没有 重 根 . 
定理 9 设 4 是 一 个 准 对 角 和 矩阵 


A, 
e[ ad 
A; 


并 设 A, 的 最 小 多 项 式 为 gl(x) ,4, 的 最 小 多 项 式 为 g,(x) ,那么 4 的 最 小 多 项 式 为 g (x), 
ea(x) 的 最 小 公 倍 式 [g (x) ,g,(x)]. 
推论 ”如果 


A, 

A; 的 最 小 多 项 式 为 g;:(x) ,i =1,2,…,s, 那 么 4 的 最 小 多 项 式 为 [g(x) e 602] 
定理 10 HEI K f (A) CA) SESS e, (A) 82 CA) H 3 Lt. 
(fA)gCA) 5CU)g (A0) = AA) ,AGOD) *: Gu O0 8 00). 
定理 11 d 
fi Ag (A) 0 | 
0 f(A)g A) 
30972109 0 | 

0 f O08(Q1" 
TURAE f (CA) 6 CA) e (A) 8; CA ECL DU] ACA) f BC A) Sft. 
例 : 证 明 : 塞 等 矩阵 4 一定 相 似 于 对 角 和 矩阵 . 
证 明 : A 为 寡 等 矩阵 , 则 4 =4, 从 而 
A 的 化 零 多 项 式 p(A) = 入 -和 A， 
那么 ,4 的 最 小 多 项 式 m(A) |e(A). 
B e(A) =0 没有 重 根 ， 
故 m(A) =0 也 没有 重 根 . 
于 是 ， 
A 相似 于 对 角 和 矩阵 . 


A(A) = 


B(A)- 
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一 填空 题 (每 小 题 3 分 , 共 15 分 ) 


l. f(x) 2x! -Ax! - 1,g(x) 2x5 -3x -1. 则 f(x) 被 g(x) 除 所 得 的 商 式 为 , 余 式 


为 


2.f(x),g(x),u(x) ,v(x) € F[x], Zr u(x)f(x) +u(x)g(xz) 22,WCf(x),g(x)) = 
, (Qu(x) ,v(x)) = . ， 
Sfi )za,x taux cag € F[x] B a, 70, f(x) lg(x) CfCx) ,g(x)) = 
4. x! 42,(x— DG), 0,2x +4,x -1 中 是 本 原 多 项 式 的 为 
5. f(x,,x4,x4) 2x32 — Ax x4 + X, —Qx, X434 6x, — X155 "——: 


二 .判断 说 明 题 ( 先 判 断 正 确 与 错误 ,再 简 述 理由 ,每 小 题 5 分 , 共 20 分 ) 

1. 若 u(x)f(x) *v(x)g(x) =d(x), 则 d(x) 必 为 人 x) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 . 

2. d p(x) 1f(x)g(x) ,p(x) 在 上 不 可 约 ,是 p(x)1[f(x) +g(x)] 则 p(x)1If(x) 且 p(x)lg 
(x). 

3. Wt p(x) ,f(x) 为 上 的 多 项 式 , 且 p(x) 不 可 约 . 车 p(x) 为 有 (x) 的 k 重 因 式 , 则 p(x) 必 为 
(x) 的 k+1 重 因 式 . 

4. 有 理 系数 多 项 式 f(x) 在 8Q 上 可 约 , 则 所 x) 有 有 理 根 . 

三 ,计算 题 (每 小 题 15 分 , 共 45 分 ) 

1l. ib f(x) ==! - x) -x 42x - lg(x) = 一 2x+1, 求 (f(x),g(x)) 以 及 u(x),v(x) fu 
GOfG +o(x)g(x) = (f(x) ag 0). 

2. i: f(x) 2x! —x° +4x - 3x «2 

(1) 判 断 了 (x) 在 R 上 有 无 重 因 式 ? 如 果 有 , 求 出 所 有 的 重 因 式 及 重 数 ; 

(2) 求 fx) 在 R 上 的 标准 分 解 式 . 

3. (1) 把 f(x,%2,%3) mai x + xx. 表示 为 初等 对 称 多 项 式 01,0; ,os 的 多 项 式 . 
(2) &510,,0,,o, 是 妇 - x - 4x €1 20 ZA B ,SR ola; + aos + ana2 + qo + o204 + aoad 
的 值 . 

四 证明 题 (每 小 题 10 分 , 共 20 分 ) 

1. 设 kz2 为 正 整数 ,证 明 :f(x) lg(x)ef (x)18 (x). 

2. Ut f(x) SE ROBUR DICA La 为 整数 ,证 明 :(5 a) 1If(5) 5 -a)1f(a). 


典型 例题 解析 


1. 求 多 项 式 的 有 理 根 . 

(Dx -6x +1Sx - 14 

解 :可 能 的 有 里 根 为 :二 1,+2, $7, x14, 
经 验证 x=2 为 有 理 根 . 


Qy(x) == cà! - 5a? +2 soy -3( 分 析 化 为 整 系数 多 项 式 ) 
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=2( 娄 -2x 53? 44x? - x — 6) 

可 能 的 有 理 根 为 上 1, £2, £3, 66. , 

经 验证 无 有 理 根 . 

2. 下 列 有 理 数 在 有 理 数 城 上 是 否 可 约 . 

Q^ -8x +12x «2 (提示 : 取 已 =2 ,用 艾 森 斯 坦 判别 出 不 可 约 ) 
Qu +x «1 (a(f(x)) =6 是 偶 函 数 , 令 xzy*l) 

解 : 令 x=y+1， LA fu) == ti +1 ,得 : 

g(y) zf(y 4*1) = zy -6y £15y* £21 -18y? +9y 43, 

取 =3 爱 森 斯 坦 判 别 出 不 可 约 . 

Qv +px +1,P 为 奇 素数 ， Caf(a) = 为 奇 素数 , 令 x=y -1) 

解 :8(y) =f(y -1) »Y -ey «Gy -oy «(d +p)y-p 
取 素 数 为 p, 知 不 可 约 . 

(D p 是 一 个 素数 ,多 项 式 

f(x) == ext x4 

叫做 一 个 分 圆 多 项 式 , uEBH f(x) # COLx] 中 不 可 约 . 

证 明 ; 令 x=y+1, 则 由 于 

(x-1)/(x) ==” -1, 

y(y*1)2C*1)p-1 

= +C + 

令 g(y) =f(y+1) ,于 是 

g(y)=y «Cy v0, 

由 艾 森 斯 坦 判 断 法 ,g(y) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 ,f(%x) 也 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 
3. iJ. f(x) ,g(x) 不 全 为 零 ,证 明 ;( ) = 


证 明 : 设 4(x) = (f(x),g(%))， 

因为 f(x) ,g(z) 不 全 为 零 , 故 d(z) #0 

对 于 d(z) ,3u(xz),o(z) ,fË u(z)/(x) +o(x)g(x) =d(z) 

Aii D — E (a) =1 
"GG)- zX) (GO. gC)) 


X Bl d(x) f(x) , 460 |q(x) , 则 


fx) g(x) 
(f(x) ,g() ) GG) ,g G2) 


* u(x) + 


( f(x) g(x) )=1 
(f(x). g(x)) GO. q(x)) 

4. 假设 (x) 与 (%) 为 次 数 不 超 过 3 的 首相 系数 为 1 的 互 异 多 项 式 . 假设 :x* +x ”+1 整除 
(<°) +x f, G8) , 试 求 1(x) 与 p(x) 的 最 大 公 因 式 . 

解 :由 于 x +x +1=( 2 +1)2- 52 =(x +x+1)(x —x +1). 

则 它 的 4 个 根 分 别 为 ol = Eu, LE, = 了 人 wu Q Lei 

因为 x x +1/f (x ) xx f), 

KG) *e(1)20 rf(-1) +wph( -1)=0 

Wx: 1(1) +o,f,(1) = 2o 3 i CD ef C -1) 20 

HR f (1) 250) =0. fiC-1) =f,( ~1) =0. 

于 是 有 . (x € 1) (x - 1) 7f GO) (x 1) ( -1)75 (2), 
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Xf, (x) if, (x) 为 次 数 不 超 过 3 的 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 . 
APR GG) 00) 2x -1 
5. Wf (x) 2x3 - (x 1) ** ,证 明 : 对 任意 的 非 负 整 数 n,(x +x+1,f.(*)) =1. 
WEBB: * +x+1 是 有 理 数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 , 则 
x +x+1/f.(x) € -x-14,(x))-1 
车 xx lf), 令 。 是 3 次 本 原单 位 根 , 则 
gz-l,e +e+1=0, Hf,(e) =0 
" f (G5) 26 - (S +1)2n 1 =e ("en + 1= 22 utn 
^ agus") 222^" #0 
故 导 出 矛盾 ,于 是 
(x +x+1,f(x)) 21. 
练习 1. 设 为 任意 三 个 非 负 整 数 , 试 证 (xa LA e l+] 42. 
2.6 -V/(x -D UA G") exf GP) ex GP) ef ) (n>=2) 
求证 :x -1/745(x) (i=1,2…n-1) 
6. 设 m,n 是 两 个 正 整 数 ,f(x) =x" o." 2 k. +x+l,g(x) =x" l +x exl, 
HEB: (f(x). g(x)) 21, E.G On. n) = 上 
证 明 : 只 要 证 明 (xz 1,3 21) 2x - 1e (m, n) -1, 
(因为 x* -1=(x-1)f(x), X" -12 (x -1)g(2)) 
这 里 证 明 更 为 一 般 的 结论 : (xs" - 1,6 -1) gat - 1. 
CREME men) 
4 (m,n) 2d , 有 整数 的 带 余 除法 ,有 : 
m-qner,, Or «n 
nz2gq;,tr,0zr,«r, 
r, =qsr, +r,0 &r, <r, 
Ty 1 = Qi fk 
s 则 有 (m,n) =r,, 即 d=r， 进而 
(x" 1,3" 21) 2 (a"*^ 21,4" -1) 
=((x -1)x ex" -1,5 -1) =( (x° -1)g(x) +x -lx -1) 
z(x"-l,x'-1) 
类 似 地 ,有 (x” 21,3 21) 2 (x! - 1,37 -1) 8 


=(w*'- l, -1) ex" -1 
(m,n) _ 1 


eo 


-x'-l]-2x 

即 (x"-1,x4 -1) sx"? - 1. 

iE" -12 (0)? -1=(x" -1)h(x) 

QUREDBERME e f(x) =g(x)g(x) +r(x) WOGO G0) 2 CaC)  rG2) 

7. 设 a, ,az…an 是 互 异 的 整数 , 则 多 项 式 拟 *) = (x -a,) (x -a) (x -a,) -1 不 能 分 解 成 
两 个 次 数 都 大 于 0 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 

证 明 :( 反 证 法 ) 

ib f(x)-2g(x)h(x), HrPO«0(g(x)) «n, 0«a(h(x)) «n. B. 

g(x) ,h(x) 均 为 整 系数 的 多 项 式 ， 

因 f(x)2(x-a)(x-a,):(x-a,) -1, 
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从 而 有 f(a)2g(a)h(a) = -1 其 中 i=1,2…n 

因  &(Cx).A(x) 为 整 系数 多 项 式 , 则 

g(a,), h(a,) 882535 2. 

从 而 有 g(a,) =1, h(a,) = 一 | 或 g(ai) = -l,h(a;) -1 

于 是 h(a,) *g(a;) 20, 

这 就 说 明 a, ,az…a, 为 g(x) +h(x) 的 nn 个 互 不 相同 的 根 ， 

下 面 证 明 h(x) +g(x) =0 

若 h(x) +g(x) #0 和 a(h(x) +g(x)) «a(f(x)) =n 

XX 5j f(x) tg(x) 有 个 互 不 相同 的 根 矛 盾 ， 

从 而 h(x) +g(x) =0 

于 是 fx) = -g(x) = - h (x) ,其 中 - 尼 (z) 或 -全 (xz) 首 项 系数 为 负 ， 

而 扎 z) 的 首相 系数 为 1 ,矛盾 . 

故 拟 x) 不 能 分 解 成 两 个 次 数 都 大 于 零 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 

8.a,,a, a, 是 不 同 的 整数 ,证 明 Ax) 2 (x 2a) (x -a,) (x -a,) € 1 在 有 理 数 域 上 不 可 
约 或 是 某 一 有 理 系 数 多 项 式 的 平方 . 

证 明 : 若 所 x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 , 则 结论 成 立 ,. 

若 拟 *) 在 有 理 数 域 上 可 约 , f(x) 是 整 系数 多 项 式 , 则 x) 可 以 分 解 成 两 个 次 数 

比 他 低 的 多 项 式 乘 积 ， 

Miti f(x) 可 以 分 解 成 两 个 次 数 比 它 低 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 ， 

4 f(x) 2fi(x)f G0 ,a(f, (x)) <n,,a(f, (x)) «n 

由 于 (a) 21,/21,2:--n WW fi(a,)f,(a,) 71 

X fi(ai) 与 (a;) 均 为 整数 

于 是 fi(a) 9f (a) ,i=1,2.…n 

那么 fi(x) = (x) 


故 f(x) =fi(x). 
9. 设 凡 x) 是 整 系数 多 项 式 ,车 g(x) =f(x) +1 至 少 有 三 个 互 不 相等 的 整数 根 ,证 明 f(x) 没 
有 整数 根 . 


证 明 :( 反 证 法 ) 假 设 作 x) 有 整数 根 m, 则 f(x) = (x - m) h(x) 

HT x-m 是 本 原 多 项 式 , 所 以 h(x) 是 整 系数 多 项 式 ， 

令 n,n ,Man 是 g(x) 的 三 个 互 不 相等 的 整数 根 , 则 

g(x) =(x-n,) (x -nj)p(x) 

其 中 p(x) 是 整 系数 多 项 式 ,进而 

g(m) 2f(m) «1512 (m-n)) (m-n,) (m - nj)p(m) 

于 是 m-n,,m-n,m-n,,p(m) H8ËE 1 ak -1, 

那么 

m -n,,m 一,m 一 ns 当中 至 少 有 两 个 同 为 1 ,或 同 为 -1 ， 

这 与 m ,ma ,ns 互 不 相等 矛盾 ,所 以 成 x) 没 有 整数 根 . 

10. 求 以 2 + V3 为 根 的 有 理 系 数 不 可 约 多 项 式 f(x) 

8: [ (x -V2) -/]1E(x -42) + 3] == -242-1, 

[G2 -1) -2 2x] [ (6? -1) +2 2x] 2x* - 10x? +1 z f(x) 
”由 于 fA 1) zx0, 于 是 fx) 不 能 表示 成 一 个 一 次 与 一 个 三 次 的 有 理 系 数 多 项 式 的 乘积 . 
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第 七 和 多项式 与 矩阵 


车 1x) -f Gf G0 o f G0 G0 € 8E] B. a G0) =a(f;(z)) =2 

此 分 解 当然 也 可 以 看 做 是 实数 域 上 的 分 解 

iB f(x) 在 实数 域 上 分 解 的 唯一 性 , 知 

fi(x) =x -2 2x -1,f(x) =“ +2 V2x -1, 

这 显然 矛盾 , 故 

f(x) 再 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

11. 设 /4) 是 有 理 数 域 《 上 的 一 个 m 次 多 项 式 (m>0) ,n 是 大 于 m 的 正 整数 ,证 明 : 疙 不 是 
f) BSc | 

证 明 :假设 5 是 f(x) 的 实 根 ,而 总 是 有 理 数 域 上 的 不 可 约 多 相 式 x" -2 的 一 个 根 , 那 么 ( 
-2.J(x)) =1 或 者 #* -2/f(x). 

G^ -2,0)) 21, 则 3w(x) ,o(4) 合 

(x -2)u(x) +f(x)o(x) =1 

于 是 [O2)' -2]« CP) «f» (02) =1 矛盾 

所 以 x" -2/f(x),3XX5 n» mf 

故 %5 不 是 /xz) 的 根 . 

12. VEI f(x) eee ree + 于 在 有 理 数 域 上 不 可 约 ,其 中 9c 


21 3! 

证 明 :由 于 
p! f(x) =p! tp! x+3--- +(p -l)pZ° *£4-(p-1)p px | ex^, 
可 知 存在 素数 p 使 得 
(Gp 不 整除 1 
(ü)p/p,-,4-(p-1)p,3--(p-1)p,,pl,p 
(Ui) p^ 不 整除 p! 
由 爱 森 斯 坦 判 别 出 p! 所 xz) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 , 于 是 
A(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 
13. 试 求 7 次 多 项 式 f(x) ,使 Kx) +1 能 被 (x -1)” 整除 . 
解 :(x 一 1)4/(fA(x) +1), 则 1 为 Ax) +1 的 4 重 根 ,从 而 1 为 f(x) 的 3 重 根 
同 理 , -1 为 f(x) 的 3 重 根 
因为 38(f(x)) =7, 故 o(f (x)) =6 
于 是 , 设 f(x) =a (x -3)! (x +1) 2 =a(x° -3x* +3x -1) 
那么 f(x) =a (T - £x -x)46 
XB KO) = -1,/( -1) 21 
AW a-Tb-o 

7 215,35, 35 


5 
即 f(x) =16* "de + 6“ dg 
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